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U knjizi  autoriDiferencijalna geometrija i njena vizuelizacija
Ć. Dolićanin, E. Malkowsky i V. Veličković, koristeći sopstveni
softver za  i višegodišnje iskustvo u oblastivizuelizaciju
diferencijalne geometrije, obrađuju teme iz teorije krivih   i
površi u euklidskom  prostoru sa ciljem da korektno izlože 
ovu teorij  u formalnom smislu,  se kod čitaocau kako bi
maksimalno razvi  intuicija potrebna za nj o razumevanje,la en
kao i da se stvori odgovarajuća slika razmatranih objekata u 
fizi om prostoru.čk  Poslednji deo je posvećen unutrašnjoj
geometriji površi, tj. geometrijskim svojstvima koja zavise 
samo od mera na samoj površi, konkretno od prvih 
fundamentalnih koeficijenata i njihovih izvoda. Istaknuti
su teorema Egregium, konformna, izometrijska i preslikavanja 
površi koja čuvaju površine, Gaus-Boneova teorema,   
minimalne površi i Vajerštrasove formule. Navedeni pristup 

ima za  ovoj problematici  cilj da se kasnije lakše savladaju 
apstraktni pojmovi diferencijalne geometrije mnogostrukosti.

Iz recenzija:
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1.3 Opšti koncept krivih . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Predgovor

Knjiga Diferencijalna geometrija i njena vizuelizacija nastala je kao rezultat vǐsegodǐsnjeg
rada autora u oblastima diferencijalne geometrije i vizuelizacije matematike. Ona sadrži
teme iz lokalne teorije krivih i površi u trodimenzionom euklidskom prostoru.

Pored studenata koji u nastavnom planu imaju predmet Diferencijalna geometrija, ova
knjiga je namenjena i svima koji se sa segmentima ovog gradiva sreću ne samo na osnovnim
i master akademskim, već i na doktorskim studijama, kao i nastavnicima koji predaju
delove ovakvog programa na svim nivoima studija. Zbog toga je koncipirana kao mono-
grafija, sa idejom da sveobuhvatno izloži gradivo ove oblasti i približi ga čitaocima pomoću
vizuelizacija.

Autori smatraju da vizuelno predstavljanje obrad-enih tema u velikoj meri olakšava
razumevanje koncepata i rezultata iz diferencijalne geometrije. Zbog toga je u knjigu
uključen veliki broj grafičkih prikaza obrad-enih tema, kreiranih pomoću softverskog paketa
MV–Graphics koji su razvili Vesna Veličković i Eberhard Malkowsky. Vǐse informacija o
ovom softveru zainteresovani čitaoci mogu naći u odgovarajućim referencama u spisku lite-
rature.

Preduslov za čitanje ove knjige je solidno znanje matematičke analize i analitičke geo-
metrije. Podsećanja radi, najvažniji rezultati iz ovih oblasti navedeni su u poglavlju 1.2.

Knjiga se sastoji iz tri glave sa ukupno 34 poglavlja. Sadrži listu slika, 49 detaljno urad-ena
primera, 95 vizuelizacija, indeks pojmova i proširenu listu referenci za dalja istraživanja,
uključujući udžbenike, monografije i naučne radove, kao i odabrane doktorske disertacije i
master radove.

Glava 1 proučava lokalna geometrijska svojstva krivih u trodimenzionom euklidskom
prostoru E3. Teme od posebnog interesa su parametarske reprezentacije krivih, dužina luka
krive kao njen prirodni parametar, veliki broj primera ravnih krivih i geometrijski principi
njihovih konstrukcija, vektori triedra krivih, Freneove formule, krivina i torzija krive i njihov
geometrijski značaj, karakteristični oblik krive u okolini proizvoljne tačke, oskulatorni kru-
govi i sfere, involute i evolute krive, fundamentalna teorema krivih i prirodne ili unutrašnje
jednačine krivih, linije konstantnog nagiba i na kraju sferne slike krivih.

Glava 2 se bavi lokalnom diferencijalnom geometrijom površi u trodimenzionom euklid-
skom prostoru E3, što znači da se proučava geometrijski oblik površi u okolini proizvoljne
tačke. Najvažniji pojmovi koji proizilaze iz ovog zadatka su normalna, glavna, Gausova i
srednja krivina. Ostale važne teme su krive na površima, tangentne ravni i vektori nor-
mala površi, prvi i drugi fundamentalni koeficijenti, Menijeova teorema, glavni pravci,
Ojlerova formula, lokalni oblik površi i Dupinova indikatrisa, linije krivine i asimptotske
linije, trostruki ortogonalni sistemi i Gausove i Vajngartenove jednačine.

Glava 3 proučava unutrašnju geometriju površi, odnosno geometrijska svojstva površi
koja zavise samo od mera na samoj površi, konkretno od prvih fundamentalnih koeficije-
nata i njihovih izvoda. Najvažnije teme u ovoj glavi su Kristofelovi simboli prve i druge
vrste i geodezijska krivina, Liuvilova teorema, geodezijske linije na površima sa ortogo-
nalnim parametrima i na rotacionim površima, minimalno svojstvo geodezijskih linija, or-
togonalni i geodezijski parametri, geodezijske paralelne i geodezijske polarne koordinate,
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viii Predgovor

Levi–Čivita paralelizam, Gausove i Kodaci–Majnardijeve formule za parcijalne izvode, teo-
rema Egregium, konformna, izometrijska i preslikavanja površi koja čuvaju površine, Gaus–
Boneova teorema, minimalne površi i Vajerštrasove formule.

Najsrdačnije se zahvaljujemo recenzentima prof. Vladimiru Rakočeviću, dopisnom članu
SANU i profesorima Nedi Bokan i Ljubici Velimirović koji su svojim primedbama i sugesti-
jama doprineli unapred-enju kvaliteta ove knjige. Takod-e se zahvaljujemo lektoru Snežani
Krstić Tomić na rešavanju jezičkih nedoumica u ovom tekstu.

Ćemal Dolićanin
Eberhard Malkowsky
Vesna Veličković

Novi Pazar,
Beograd,
Nǐs,

mart, 2021.
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1.28 Lančanica sa parametrima t (levo) i s (desno) . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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1.35 Vektori tangenti i vektori krivina lančanica (levo) i traktriksa (desno) . . . 45
1.36 Vektori triedra heliksa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
1.37 Vektori triedra krive iz vizuelizacije 1.6.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
1.38 Epicikcloide i njihovi vektori krivina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1.39 Torzija je mera odstupanja krive od ravni . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
1.40 Oskulatorna, normalna i rektifikaciona ravan heliksa . . . . . . . . . . . . 56

ix



x Spisak slika

1.41 Aproksimacije heliksa u njenoj oskulatornoj, normalnoj i rektifikacionoj
ravni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

1.42 Elipsa sa oskulatornim krugovima i centrima krivine . . . . . . . . . . . . 58
1.43 Oskulatorni krugovi kao aproksimacije drugog reda . . . . . . . . . . . . . 59
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2.8 Generisanje rotacione površi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
2.9 Generisanje ravni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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cione površi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
2.38 Pseudosfera (levo) i njena srednja krivina (desno) predstavljene kao rota-
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Uvod

Proučavanje diferencijalne geometrije krivih i površi može biti lokalnog i globalnog karak-
tera sa različitim ciljevima. Jedan od ciljeva je dalje razvijanje geometrije vǐsedimenzionih
prostora, tzv. mnogostrukosti, kao npr. u [4, 119]. Za postizanje ovog cilja potrebno je i
razumevanje elemenata topologije, dobra intuicija, sposobnost rešavanja problema, itd. kao
npr. u [5, 6, 7, 121].

Iz svakodnevnog iskustva imamo dobar osećaj za objekte u dvodimenzionom i trodimen-
zionom euklidskom prostoru, pa njihovo vizuelno predstavljanje u ovoj konstalaciji doprinosi
lakšem razumevanju obrad-enih pojmova i koncepata. Na ovaj način se razvija intuicija koja
može biti od velike koristi pri prelasku na apstraktniji pristup ovoj oblasti. Imajući to u
vidu, opredelili smo se za proučavanje lokalne teorije krivih i površi u trodimenzionom euk-
lidskom prostoru. Pomoću odgovarajuće vizuelizacije, želimo da kod čitaoca razvijemo vezu
izmed-u intuitivnog poimanja objekata i matematičkog načina njihovog razmatranja. To mu
može pružiti mogućnost razvoja prostornih sposobnosti koje doprinose razvijanju i drugih
opštih sposobnosti.

Da bismo povezali korektno matematičko proučavanje krivih i površi i njihovo vizuelno
predstavljanje, ove objekte smatramo skupovima tačaka u trodimenzionom euklidskom pros-
toru koje opisujemo odgovarajućim matematičkim reprezentacijama.

Da bismo dobili sliku nekog matematičkog objekta, prvo ga analiziramo, odredimo nje-
govu matematičku reprezentaciju, zatim tu reprezentaciju implementiramo u izabranom
programskom okruženju, eksportujemo sliku u odgovarajućem grafičkom formatu, u nekim
slučajevima je potrebno postprocesuirati dobijenu sliku radi dodavanja elemenata koje nisu
predvid-eni u tom programskom okruženju i na kraju odrediti tehničke karakteristike rezul-
tujućeg fajla i eventualno izvršiti njegovu kompresiju.

Matematička reprezentacija objekta može biti zadata u eksplicitnom, implicitnom ili
parametarskom obliku. Eksplicitni oblik favorizuje jednu koordinatu, što je u računarskoj
grafici zgodno u dvodimenzionoj grafici kod algoritmima rasterizacije, pogotovu kod onih
koji koriste linije skeniranja. Ipak, čim objekti postanu malo složeniji, favorizovanje jedne
koordinate postaje prepreka za dalji rad. Implicitni oblik zahteva odred-ivanje nula funkcija
dve realne promenljive, što je računski dosta zahtevno, i memorijski i vremenski, pa se
izbegava kad god je to moguće. Zbog toga je u računarskoj grafici za odred-ivanje pozicije
tačaka najzgodniji parametarski oblik.

Iscrtavanje krivih, naročito u dvodimenzionom prostoru nije teško, ali grafička
reprezentacija površi donosi veći broj izazova, kao što su odred-ivanje dela površi zaklo-
njenog nekim drugim delom te iste površi, konturne linije kao granične linije vidljivog dela
površi, kao i njihovu vidljivost. Ako se na sceni nalazi veći broj objekata, treba odrediti
njihov med-usobni odnos, koji deo kog objekta je zaklonjen drugim objektima, linije preseka
ako postoje i drugo.

Programsko okruženje u kome implementiramo scenu zadatu matematičkim reprezentaci-
jama objekata koje se nalaze u njoj može biti različito. Jedna vrsta okruženja su platforme
za vizuelno predstavljanje matematičkih sadržaja, kao što je GeoGebra [75]. Složenija vrsta
okruženja su programski paketi za simboličko izračunavanje sa mogućnostima vizuelizacije,
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2 Uvod

kao što su Mathematica [57, 58, 175, 188], MatLab [55], MathCAD [14], Maple [142], MuPAD
[76] i drugi.

Takod-e se može programirati u nekom standardnom programskom jeziku, kao što su
C++, C#, Java, uz korǐsćenje ugrad-enih funkcija za crtanje ili uz korǐsćenje neke poz-
nate biblioteke funkcija kao što je OpenGl. Na primer, vizuelizacije u programskom paketu
JavaView autora Konrada Polthiera opisane su u [13, 62, 72, 130]. Neke vizuelizacije u C++
opisane su u [183, 138, 173, 174] sa teorijskom podlogom u [172].

Mi svoje vizuelizacije razvijamo u Delphi-ju bez korǐsćenja OpenGl-a. Za tehniku iscr-
tavanja koristimo linijsku grafiku sa odred-ivanjem vidljivosti površi i konturnih linija. Ovaj
pristup smo izabrali jer najtačnije moguće prikazuje linije, specijalno različite vrste linija
na površima, što je od izuzetne važnosti za vizuelizaciju diferencijane geometrije. Dobijena
slika je čista bez nepotrebnih detalja pa se lako uočavaju odnosi koje želimo da prikažemo.

Fundamente linijske grafike postavio je Kurt Endl u [50, 46, 47, 48] i koristio je za
crtanje sfera, cilindara, konusa i Platonskih tela. Eberhard Malkowsky je dogradio ovaj
softver i iskoristio ga za vizuelizaciju diferencijalne geometrije [86], za šta je dobio nagrade
[49, 51]. Iz ovog softvera su proizašli doktorski rad [53], magistarska teza [189] i radovi
[54, 77, 78, 79]. Razvijanju softvera se kasnije priključila Vesna Veličković, iz čega je proizašla
njena doktorska disetracija [184] i veći broj radova koji se pominju o ovoj knjizi.

Softverski paket koji razvijaju Vesna Veličković i Eberhard Malkowsky se naziva MV–
Graphics. Njegovi principi su opisani u [80, 81, 82, 83, 86, 97, 105, 106, 109, 164, 166]. Speci-
jalno, konturna linija nekih površi se obrad-uje u [110, 167]. Svi alati za crtanje su razvijeni
od početka, bez korǐsćenja dodatnih grafičkih biblioteka, što daje fleksibilnost dorade i do-
gradnje željenih elemenata, kao npr. manipulacija vidljivošću u [95]. Pored crtanja krivih
i površi zadatih parametarskim reprezentacijama, MV–Graphics ima mogućnost nalaženja
nula realnih funkcija dve realne promenljive, što omogućava i vizuelizaciju implicitno za-
datih površi. Krive i površi mogu biti zadate i nekim geometrijskim principom bez unapred
definisane matematičke reprezentacije, kao u poglavlju 1.4, pa mogućnost programiranja
koju imamo u paketu MV–Graphics dolazi do izražaja. Ipak, vreme iscrtavanje slike je u
tom slučaju daleko duže nego kad je objekat zadat parametarskom reprezentacijom. To se
naročito primećuje kod kompleksnih geometrijskih principa, kao što je generisanje kristala
[94, 170, 171] počevši od neke potencijalne površi [99]. Vizuelizacije ovog tipa možemo videti
u [91, 112, 113], njihovu matematičku pozadinu u [10, 36, 37, 38, 88, 89, 90], a dalja is-
traživanja se mogu naći u [2, 39, 40, 43, 44]. Uopštenja nekih vizuelizacija datih u ovoj
knjizi možemo videti u topologiji [84, 85, 92, 93, 111, 169], u radovima [11, 12, 36] je data
njihova teorijska osnova, a dalja istraživanja u ovoj oblasti u [87]. Na kraju, radovi iz drugih
oblasti matematike koji se koriste u našim vizuelizacijama su [3, 20, 21, 41, 42].

U ovoj knjizi vizuelizaciju obrad-ujemo samo na nivou matematičkog analiziranja ob-
jekata i zadavanja njihovih parametarskih reprezentacija, a konačan rezultat prikazujemo u
vidu slika. Programerske i tehničke detalje implementacije izostavljamo.

Sve vizuelizacije prikazane u ovoj knjizi su rad-ene u softverskom paketu MV–Graphics
autora Vesne Veličković i Eberhard-a Malkowsky-og i skoro sve su rad-ene za potrebe ove
knjige, a za vizuelizacije preuzete iz objavljenih radova dati su citati u odgovarajućim
poglavljima.

Knjige iz diferencijalne geometrije koje obrad-uju teme bliske temama u našoj knjizi su
[24, 70, 73, 71, 60, 67, 15, 148, 154, 128, 129, 153, 157, 158, 160, 177, 178, 179, 180]. Takod-e
se pozivamo na sledeću literaturu sa kursevima iz diferencijalne geometrije [1, 8, 9, 18, 56,
59, 69, 74, 117, 122, 131, 136, 143, 144, 145, 146, 150, 156, 161]. Još neke interesantne teme
se mogu naći u [27, 61, 64, 66, 116, 120, 127, 137, 141], a na ruskom [6, 7, 25, 28]. Udžbenici
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na srpskom koji obrad-uju ovu oblast su [16, 19, 32, 45, 118, 135, 152], zbirke zadataka
[17, 123, 162, 181], a neke specifične teme su obrad-ene u [115, 26], doktorskoj disertaciji
[182] i magistarskim radovima [185, 186, 187, 190, 191, 192, 193]. Diferencijalna geometrija
ima značajnu primenu u različitim oblastima, npr. u fizici [34, 132, 133, 149, 151, 163],
fizičkoj hemiji [91, 112, 114], biologiji [139] i inženjerskim naukama [30, 33, 35, 68, 124, 125,
126, 140, 147, 159, 176].
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