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Predgovor

Udºbenik Fundamenti matemati£ke analize II, koji je pred vama, predstavlja
nastavak udºbenika Fundamenti matemati£ke analize I istih autora. On pokriva
gradivo iz matemati£ke analize, predvi�eno za rad u drugom semestru studija (di-
ferencijabilnost i integrabilnost u En, nesvojstveni i integrali s parametrima). Na-
menjen je studentima matematike i informatike Drºavnog univerziteta u Novom
Pazaru, ali i predava£ima i studentima drugih fakulteta koji izu£avaju matematiku
koja u svom programu sadrºi gradivo ove knjige.

Pristup gradivu je u£injen na savremen na£in, ²to ga naro£ito karakteri²e. Ak-
cenat je istovremeno i na kratko¢u i na dubinu prou£avanja. Da bi se to postiglo
na£in izlaganja i dokazi nekih delova su originalni i jedinstveni u literaturi. Direktno
je obra�ivana analiza u n-dimenzionalnom euklidskom prostoru, a analiza funkcija
jedne realne promenljive je ura�ena kao primer op²tije teorije. Time se dobija na
vremenu i izbegava nepotrebno ponavljanje. Detaljno ura�eni primeri pokazuju i
bogatu mogu¢nost primena izvedene teorije u drugim oblastima. Posebno je de-
taljno i originalno ura�en problem optimizacije sa diferencijabilnim ograni£enjima.
Knjiga sadrºi i izvestan broj odabranih zadataka za veºbanje £ija teºina varira od
elementarnih do te²kih.

Zahvaljujemo se recenzentima: redovnom £lanu SANU prof. dr Stevanu Pilipo-
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Deo I

Diferencijabilnost

Diferencijalni ra£un koji ¢emo izloºiti standardni je deo tzv. kalkulusa koji se
predaje na po£etnim godinama gotovo svih studija koje se baziraju na matematici.
Njegovi za£etnici su Isak Njutn1 i Gotfrid Lajbnic2. Teorija je stara oko 300 godina
i ima ogromnu vaºnost za napredak ljudske civilizacije, kao i brojne primene.

1Sir Isaac Newton, 1643�1727, engleski matemati£ar.
2Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646�1716, nema£ki matemati£ar.
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Glava 1

Izvod funkcija. Specijalni slu£ajevi.
Izvod u pravcu. Parcijalni izvodi.
Gradijent

1.1 Izvod funkcija

Razmatra¢emo funkcije iz Rn u Rm, tj. funkcije od n realnih promenljivih sa
vrednostima u Rm. Svaka takva funkcija je ure�ena m-torka realnih funkcija od n
promenljivih, tj. funkcija oblika

f(x1, x2, . . . , xn) =
(
f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . , fm(x1, x2, . . . , xn)

)
.

Za funkcije f1, f2, . . . , fm kaºemo da su komponente funkcije f .

Radi upro²¢enja zapisa, u daljem izlaganju ¢emo ta£ke iz Rk poistove¢ivati sa
matricom kolonom njihovih koordinata u standardnoj bazi prostora Rk.

Neka je X ⊂ Rn, a ∈ intX i f : X → Rm. Za h ∈ Rn dovoljno malo po normi je
a+ h ∈ X. Izraz

f(a+ h)− f(a)

predstavlja promenu funkcije kad se argument promeni od a do a+ h.

De�nicija 1.1.1. Ako je

f(a+ h)− f(a) = La(h) + ra(h),

pri £emu je La(h) : Rn → Rm linearna funkcija, a ra : Rn → Rm takva da
ra(h)

‖h‖
→ 0

kad h → 0, kaºemo da je f diferencijabilna u ta£ki a, a za funkciju La da je njen
izvod u ta£ki a, u oznaci f ′(a) ili Dfa.

5



6 1. Izvod funkcija. Specijalni slu£ajevi. Izvod u pravcu...

Linearnom preslikavanju La : Rn → Rm u paru standardnih baza prostora Rn,
odnosno Rm, odgovara realna matrica Aa formata m× n takva da je

La(h) = Aa · h.

Matrica Aa naziva se Jakobijeva3 matrica izvoda u ta£ki a (i poistove¢uje £esto sa
f ′(a)).

De�nicija 1.1.2. Funkcija dfa(h) = Aah je mera promene funkcije f u ta£ki a sa
promenom argumenta (dakle zavisi i od a i od promene argumenta h) i naziva se
diferencijal funkcije f u ta£ki a.

Otuda i poti£e naziv diferenciranje. De�nicija izvoda je korektna jer vaºi slede¢a
teorema.

Teorema 1.1.1. Ako je f diferencijabilna u ta£ki a, onda je njen izvod jedinstven.

Dokaz. Neka su A i B Jakobijeve matrice izvoda u ta£ki a. Tada je Ah + r1(h) =
Bh+ r2(h), h ∈ Rn, r1(h)/‖h‖ → 0, r2(h)/‖h‖ → 0 kad h→ 0. Zato je

(A−B)h = r2(h)− r1(h) = o(‖h‖).

Za h = te, ‖e‖ = 1, t→ +0, dobijamo da je∥∥∥∥(A−B)te

‖te‖

∥∥∥∥ = ‖(A−B)e‖ < ε

za svako ε > 0, £im je t dovoljno malo. Zato je (A−B)e = 0 za svako e, ‖e‖ = 1, pa
i kad se za e biraju elementi standardne baze od Rn. Zato je svaka kolona matrice
A−B jednaka nuli, pa je A = B.

Saglasno de�niciji izvoda a�no-linearna funkcija g(x) = f(a)+Aa(x−a) u maloj
okolini ta£ke a dobro aproksimira funkciju f diferencijabilnu u ta£ki a. Njen gra�k

G = {(x, y) |x ∈ Rn, y = f(a) + A(x− a)}

naziva se tangentna mnogostrukost gra�ka funkcije f u ta£ki (a, f(a)).

Iz de�nicije izvoda neposredno sledi teorema:

Teorema 1.1.2. Ako funkcija ima izvod u ta£ki a, onda je u njoj neprekidna.

U op²tem slu£aju, obrnuto ne vaºi.
3Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804�1851, nema£ki matemati£ar.
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1.2 Specijalni slu£ajevi

Primer 1.2.1. U slu£aju da je X ⊂ R, funkcija f : X → R je diferencijabilna u
ta£ki a ∈ intX ako i samo ako postoji realan broj f ′(a) takav da je f(a+h)−f(a) =
f ′(a)h+ o(h), h→ 0, ili ekvivalentno tome

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(a).

Broj f ′(a) predstavlja brzinu promene funkcije.

Za identitetu i(x) = x o£igledno da je izvod jednak i′(x) = 1, pa je diferencijal
di(x) = dx = 1 · h = h, odakle dobijamo da je izvod zapravo koli£nik diferencijala
funkcije f i diferencijala identitete:

f ′(x) =
df

dx
,

²to predstavlja Lajbnicov zapis izvoda.

Koriste¢i teoriju izvedenu u prvoj knjizi, jednostavno je dokazati diferencijabil-
nost elementarnih realnih funkcija u unutra²njim ta£kama njihovih domena. Tako
dobijamo tablicu izvoda.

Tablica izvoda nekih elementarnih funkcija

f(x) c xn,n ∈ N ex lnx sinx cosx arcsinx arctg x tg x

f ′(x) 0 nxn−1 ex
1

x
cosx − sinx

1√
1− x2

1

1 + x2

1

cos2 x

.

Primer 1.2.2. Funkcija f(x) = |x|, x ∈ R, diferencijabilna je svuda, osim u ta£ki
a = 0.

Preciznije, u ta£ki a = 0 postoje desni izvod

f ′+(a) = lim
h→+0

f(a+ h)− f(a)

h
= 1

i levi izvod

f ′−(a) = lim
h→−0

f(a+ h)− f(a)

h
= −1,

ali oni nisu jednaki. U svim ostalim ta£kama ova funkcija ima izvod, koji je jednak
1 u pozitivnim, odnosno −1 u negativnim ta£kama.
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Predstava o �zi£kom prostoru u kojem ºivimo menja se kada se uo£e primeri
neprekidnih funkcija na R koje ni u jednoj ta£ki nemaju izvod. Takva je, na primer,
funkcija

f(x) =
∞∑
n=1

sin(4nx)

2n
.

Dokaz prethodne tvrdnje nije jednostavan i moºe se na¢i u specijalizovanim knji-
gama.

Primer 1.2.3. Ako je X = [a, b], f : X → Rm, f(x) =
(
f1(x), f2(x), . . . , fm(x)

)
,

onda je funkcijom f predstavljeno kretanje u prostoru Rm. Izvod

f ′(x) =
(
f ′1(x), f ′2(x), . . . , f ′m(x)

)
,

ako postoji, predstavlja brzinu u trenutku x.

Jakobijeva matrica izvoda linearne funkcije L(x) = Ax u bilo kojoj ta£ki a je A,
jer je

L(a+ h)− L(a) = L(h) = Ah.

U cilju izra£unavanja izvoda, nave²¢emo slede¢u vaºnu teoremu.

Teorema 1.2.1. Neka su date funkcije f, g : X → R, X ⊂ Rn. Ako x ∈ intX i
postoje f ′(x) i g′(x), onda vaºi:

(a) (f + g)′ = f ′ + g′;

(b) (f · g)′ = f ′ · g + f · g′;

(c)

(
f

g

)′
=
f ′ · g − f · g′

g2
, g(x) 6= 0.

Dokaz. Neka su A i B odgovaraju¢e Jakobijeve matrice. Tvr�enja slede iz:

f(x+ h) + g(x+ h) = f(x) + g(x) + (A+B)h+ o(‖h‖);

f(x+ h) · g(x+ h) =
(
f(x) + Ah+ o(‖h‖)

)(
g(x) +Bh+ o(‖h‖)

)
=

= f(x)g(x) +
(
Ag(x) +Bf(x)

)
h+ o(‖h‖);

1

g(x+ h)
− 1

g(x)
=
g(x)− g(x+ h)

g(x)g(x+ h)
=
−Bh
g2(x)

+

(
B

g2(x)
− B

g(x)g(x+ h)

)
h+ o(‖h‖),

(
f · 1

g

)′
= f ′ · 1

g
+ f · −g

′

g2
=
f ′ · g − g′ · f

g2
.
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Primer 1.2.4. Na¢i (x4 + arcsinx)′.

Imamo

(x4 + arcsinx)′ = (x4)′ + (arcsinx)′ = 4x3 +
1√

1− x2
.

Primer 1.2.5. Na¢i (tg x)′.

Imamo

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

sin′(x) cosx− cos′(x) sinx

cos2(x)
=

cos2(x) + sin2(x)

cos2(x)
=

1

cos2(x)
.

Primer 1.2.6. Na¢i
(

lnx

sinx

)′
.

Imamo(
lnx

sinx

)′
=

(lnx)′ sinx− lnx(sinx)′

sin2 x
=

1

x
sinx− lnx cosx

sin2 x
=

sinx− x lnx cosx

x sin2 x
.

Teorema 1.2.2 (izvod kompozicije). Neka je x unutra²nja ta£ka domena X ⊂ Rn

funkcije f : X → Rm, a y = f(x) unutra²nja ta£ka domena funkcije g : f [X]→ Rk.
Ako postoje A = f ′x, B = g′y, onda je izvod kompozicije g ◦ f u ta£ki x jednak

(g ◦ f)′x = B · A.

Dokaz. Imamo

g(f(x+h))− g(f(x)) = g(y+Ah+ r(h))− g(y) = B · (Ah+ r(h)) + s(Ah+ r(h)) =

= BAh+Br(h) + s(Ah+ r(h)).

Teorema ¢e biti dokazana ako dokaºemo da

Br(h) + s(Ah+ r(h))

‖h‖
→ 0 kad h→ 0.

Koristi¢emo pojam norme realne matrice Am×n = (aij), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

‖A‖ =
∑
i,j

a2
ij.

Prepu²tamo £itaocu da dokaºe da je ovo zaista norma i da za proizvod matrica vaºi
nejednakost ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖. Primenom ove nejednakosti nalazimo

0 ≤
∥∥∥∥Br(h)

‖h‖

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥B · r(h)

‖h‖

∥∥∥∥ ≤ ‖B‖ · ∥∥∥∥r(h)

‖h‖

∥∥∥∥ .
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Kako
r(h)

‖h‖
→ 0 kad h → 0, sledi da

Br(h)

‖h‖
→ 0. Kako je f neprekidna u ta£ki x,

imamo da k = Ah+ r(h)→ 0 kad h→ 0. Iz∥∥∥∥s(Ah+ r(h))

‖h‖

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥s(k)

‖k‖
· ‖k‖
‖h‖

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥s(k)

‖k‖

∥∥∥∥ · (‖A‖+

∥∥∥∥r(h)

‖h‖

∥∥∥∥) ,
zbog

s(k)

‖k‖
→ 0 kad h→ 0 (²to dokazujemo smenom promenljive), vidi se da i

s(k)

‖h‖
→ 0.

Time je teorema dokazana.

Primer 1.2.7. ((sin ex
2
)′ = sin′(ex

2
) · (ex2)′ = cos(ex

2
) · ex2 · (x2)′ = cos(ex

2
) · ex2 ·2x.

Primer 1.2.8. Ako je

f(x) = sinx+
sin 3x

3
+

sin 5x

5
+

sin 7x

7
,

dokazati da je f ′
(π

9

)
=

1

2
.

Re²enje. Iz f ′(x) = cos x+ cos 3x+ cos 5x+ cos 7x i x =
π

9
imamo da je

f ′
(π

9

)
= cos

π

9
+ cos

π

3
+ cos

5π

9
+ cos

7π

9
=

1

2
+ 2 cos

π

3
cos

2π

9
+ cos

7π

9
=

=
1

2
+ cos

2π

9
+ cos

7π

9
=

1

2
.

Primer 1.2.9. Neka je f(x) diferencijabilna funkcija na X ⊂ Rn sa vrednostima
u Rm. Tada je F (x) = ‖f(x)‖2, kao kompozicija funkcija x 7→ f(x), x ∈ X, i
y 7→ g(y) = ‖y‖2, y ∈ Rm, diferencijabilna na X i

F ′(x) = g′(f(x)) · f ′(x) = 2f(x)T · Ax.

1.3 Izvod u pravcu. Parcijalni izvodi. Gradijent

Neka je funkcija f : X → Rm, X ⊂ Rn, a ∈ X i h ∈ Rn �ksirana ta£ka razli£ita
od nule.
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De�nicija 1.3.1. Izvod realne funkcije t 7→ f(a + th) u nuli (ako postoji) naziva
se izvod u pravcu h. U slu£aju da se ograni£imo samo na t→ +0 dobijamo izvod u
smeru h.

Ako je f diferencijabilna u a, tada je f(a+ th) = f(a) + tAh+ o(t), t→ 0, ili

lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t
= f ′ah,

pa izvod u pravcu h postoji i jednak je Ah.

De�nicija 1.3.2. Ako su f1, f2, . . . , fm komponente funkcije f , izvod funkcije

xj → fi(a1, . . . , xj, . . . , an)

u ta£ki aj (ako postoji) naziva se parcijalni izvod funkcije fi u ta£ki a, i ozna£ava

sa
∂fi
∂xj

(a).

On je zapravo izvod u pravcu jedini£nog vektora ej. Iz tog razloga je Jakobijeva
matrica Aa zapravo matrica

Aa =

(
∂fi
∂xj

(a)

)
, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

U skladu s tim, pravilo kompozicije diferencijabilnih preslikavanja dobija oblik:
ako je

A =
∂(f1, f2, . . . , fm)

∂(x1, x2, . . . , xn)

Jakobijeva matrica funkcije f(x) = (f1, f2, . . . , fm) : X → Rm, X ⊂ Rn, diferencija-
bilne u ta£ki x, a

B =
∂(g1, g2, . . . , gl)

∂(y1, y2, . . . , ym)

Jakobijeva matrica funkcije g : f [X]→ Rl diferencijabilne u ta£ki y = f(x), onda je
Jakobijeva matrica kompozicije h = g ◦ f u ta£ki x jednaka

B · A =
∂(h1, h2, . . . , hl)

∂(x1, x2, . . . , xn)
=

∂(g1, g2, . . . , gl)

∂(y1, y2, . . . , ym)
· ∂(f1, f2, . . . , fm)

∂(x1, x2, . . . , xn)
,

ili(
∂hi
∂xj

)
i = 1, 2, . . . , l
j = 1, 2, . . . , n

=

(
∂gi
∂y1

· ∂f1

∂xj
+
∂gi
∂y2

· ∂f2

∂xj
+ · · ·+ ∂gi

∂ym
· ∂fm
∂xj

)
i = 1, 2, . . . , l
j = 1, 2, . . . , n

.

Ovo se ponekad naziva lan£asto pravilo.




