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Predgovor

Ovaj udzbenik predstavlja savremen uvod u matematicku analizu. Namenjen je studentima matematike i
srodnih oblasti , predava¢ima matemati¢ke analize i drugima koji ho¢e da u §to kratem roku savladaju
osnove ove fundamentalne discipline, jedne od najvaznijih i najtezih u matematici. Knjiga pokriva gradivo
predvidjeno za rad u prvom semestru studija (zakljucno sa temom neprekidnost). Pretpostavljeno je
poznavanje elemenata teorije skupova, logike i algebre (koji su izloZeni na primer u [10]), ali ne i

poznavanje kalkulusa.

Za razliku od klasi¢nog pristupa analizi, kakav se na primer moze naéi u Fihtengolcu [12], koga odlikuje
ekstenzivnost i za ¢ije proucavanje je ranije koriS¢eno bar Sest semestara, ovde je akcenat istovremeno na
kratko¢i i na dubini materijala. Sva tvrdjenja su detaljno dokazana. Nastavniku preporucujemo da sam kreira
kurs birajudi $ta ¢e dokazivati na Casu, a §ta ¢e prepustiti studentima za domaci.

lako se elementi matematic¢ke analize izu¢avaju ve¢ u srednjoj skoli , zbog visokog nivoa apstrakcije , ostao
je ,jaz* prema vi$im kursevima analize, topologiji i funkcionalnoj analizi, koji je studentima oduvek pravio
posebne probleme. Ove discipline, karakteristicne za obrazovanje profesionalnih matematicara, ostali
,.korisnici® obi¢no i ne izu¢avaju, ¢ime ostaju uskraceni za najdublje delove matematike i njenih primena u
svim oblastima. Nac¢in izlaganja u ovom udzbeniku je takav da smanjuje ovaj jaz . Ovako izloZen materijal
upravo takvim korisnicima omogucava da shvate da matematiku ne ¢ini samo racun sa brojevima, te da im
podigne tacku gledanja na svet.

Sli¢an pristup primenjen je u nekim poznatim udzbenicima (Rosenlicht [18], Rudin [19], Dieudonne [8],
Basirov [5], Zori¢[26], ...). Ovde je tekst u nekim delovima jo§ stroziji. Na primer, sloZenije elementarne
funkcije (eksponencijalne,trigonometrijske, logaritamske ) uvedene su tek posle razvijanje neophodne teorije
(bez nekorektnog oslanjanja na geometriju), dok su elementi realne analize (kalkulus) utkani u gradivo. Kad
god je bilo moguce o ,,istom trosku je dokazivano jace tvrdjenje. Neki dokazi, postavke i reSenja zadataka
su originalni. Primenjen je za matematiku neuobi¢ajen novinarski stil, neposredan i direktan, sa
minimizovanom ,,praznom pricom* o tome $ta ¢e se i zaSto izlagati.

Knjiga sadrzi i zbirku uradjenih zadataka. Mnogi od njih su originalni , sastavljeni da po stilu i sadrzaju
odgovaraju gradivu, a neki su povi§enog nivoa (izmedju nivoa zadataka u [7] i [17]). Zadaci koji se

nalaze neposredno iza glava ilustruju gradivo te glave. Zadaci na kraju knjige povezuju celo gradivo.

Zahvalni smo recenzentima Prof dr Stevanu Pilipovicu, red. ¢lanu SANU, Prof dr MiloSu Arsenovicu, Prof
dr Stojanu Radenovicu i Prof dr Bosku Damjanovi¢u na korisnim sugestijama i korekturi, $to je doprinelo
kvalitetu rukopisa.

U iskrenoj nadi da ¢e ¢italac posle proucavanja izaci jaci i sposobniji da se nosi sa problemima matematicke
analize 1 njenih primena

U Beogradu i Novom Pazaru, 2016-8 Autori






1 REALNI BROJEVI

Pretpostavljamo da je ¢italac od ranije upoznat sa elementima logike, teorije skupova , kao i sa
osnovnim algebarskim svojstvima skupova realnih i kompleksnih brojeva (kao Sto je na primer
izlozeno u [10]).

1.1 Struktura realnih brojeva

Realni brojevi su kamen temeljac matemati¢ke analize. Oni ¢ine algebarsku strukturu (skup sa
operacijama i uredjenjem koji zadovoljavaju neke zakone). Kratko ponavljamo osnovna svojstva
(zakone) strukture realnih brojeva sa posebnim osvrtom na aksiomu neprekidnosti.

Struktura realnih brojeva je algebarska struktura (R,+,-,0,1,<) koju ¢ine skup R koji ima bar
dva razlicita elementa (najceSce oznacena sa 0 i 1), binarne operacije sabiranje (+) i mnozenje(-) i
uredjenje (<), a koja zadovoljava sledece Cetiri grupe aksioma:

L. Aksiome sabiranja

Za svaka dva elementa a i biz R postoji jedinstveni element u R koga nazivamo zbir elemenata a
i bi oznatavamo sa a+b, pri ¢emu vaze sledece aksiome:

I zakon komutacije: a+b=b+a,a,beR

I zakon asocijacije: (a+b)+c=a+(b+a),a,b,ceR,a,b,ceR
I3 U R postoji neutralan element oznacen sa 0, takav je a+0=0+a=a,a€R
I+ Svaki @ € R ima suprotan element oznacen sa —a, takav daje a+(-a)=(-a)+a=0.

II. Aksiome mnoZenja

Za svaka dva elementa a i biz R postoji jedinstveni element u R koga nazivamo proizvod
elemenata a i bi oznatavamo saa-b (ili skraceno ab ), pri ¢emu vaze sledece aksiome:

II: zakon komutacije : ab=ba a,beR.

II> zakon asocijacije:(ab)c = a(bc), a,b,c e Ri
IIs U R postoji jedini¢ni element oznacensa 1, takavdaje a-1=1-a=a,aeR.

Ils Za svako a € R\{0} postoji reciproéni element u R oznaden saa™' = 1 takav da je
a

ala=l=aa'.
IIs zakon distribucije: Za a,b,ceR,

albb+c)=ab+ac
Koristeci zakon komutacije lako je izvesti da vazii(a+b)c=ac + bc.

Prve dve grupe aksioma pokazuju da je struktura (R, +, - ) polje.



III.  Aksiome poretka

I Na skupu R definisana je relacija poretka < takva da za svaka dva elementa a,b € R vazi
a<b(a nijeveceodb)ili b<a
Skup R je stoga lanac.

Za relaciju < vaze aksiome:

III; refleksivnost: a<a, aeR.

11> antisimetri¢nost: iz a<bi b<asledia=h.
III; tranzitivnost: iza<bi b <csledi a<c.

Ill4+ ZaceRiza<bsledia+c<b+c

IIs z0<a i 0<b sledi 0<ab.
Dakle, struktura (R,+,",<) je potpuno uredeno polje.

Umesto a <b piSemoi b>a(,b nije manje od a”).
Zapis a < b zna¢i a <bia#b (,,aje manje od b”).

b>aznati,, b jeveéeoda”.

Neprazan skup X realnih brojeva je ograni¢en odozgo (odozdo) ako i samo ako ( skraceno akko)
postoji realan broj M (m) koga nazivamo gornja (donja) granica za X takav daje X<M (X=m)
zasve Xe X .

Najmanja gornja granica nekog skupa realnih brojeva X, u oznaci sup X, naziva se supremum
skupa X . To je gornja granica od X koja ima svojstvo da ni jedno y € R koje je manje od sup X nije

gornja granica od X, odnosno, za svako Yy <sup X postoji X € X veéeod Y.

IV.  Aksioma neprekidnosti
Svaki neprazan odozgo ogranicen podskup od R ima supremum.

Zbog vazenja aksioma LILIILIV struktura (R,+,-,<) se kratko naziva kompletno uredeno polje (ili
neprekidno potpuno uredeno polje).

Kasnije ¢emo dokazati da je ovakva struktura jedinstvena do na izomorfizam. Zato vredi,
Definicija 1.1.1 Bilo koje neprekidno potpuno uredeno polje (R,+,-,0,1,<) nazivamo struktura

realnih brojeva.

Operacije oduzimanje i deljenje uvode se sa :
X=y=x+(-y)

£:x~y‘l, for y#0 ,
y

a stepenovanje prirodnim brojem N sa



Posebno je vazno primetiti da deljenje nulom nije definisano.
Cesto koristimo sledece posledice aksioma:
Teorema 1.1.2 Za proizvoljne X,y € R vazi:

1. 0-x=x-0=0;

2. X-y=0(x=0vy=0);

3. (=9y=-(xy)

4 (=0EY) =Xy

5. X<0&-x20

6. Xx-x20

7. 1>0.

8. x>0&ox'>0

9. XYy20(X20Ay20)v(X<0Ay<0)

10. s=supA,AcRakoisamoako vazi:1l.a<s,VaeAi2. (Ve>0)(JacA)a>s—¢.

11.  Svaki neprazan ograni¢en odozdo podskup realnih brojeva ima infimum (najvecu donju
granicu).

12. Akoje X< ¢ zasvako £ >0,ondaje Xx<0.

13.  Ako su A i B neprazni odozgo ograniceni podskupovi skupa realnih brojeva onda je skup
C={x+Yy|xeAyeB} ogranicen odozgo i supC =sup A+supB.

14. Nekasu A, B ograni¢eni odozgo podskupovi skupa pozitivnih realnih brojeva. Tada je

iAB ={ab|a e Ab e B} ograni¢en odozgo i sup AB=supA-supB.

15.  Ako su A i B neprazni podskupovi skupa realnih brojevai X<y zasve x€ A,y € B, tada je
supA<infB.

16. Neka je A ograni¢en odozgo podskup skupa realnih nenegativnih brojeva . Tada je
sup{fa" |[ae A} =(supA)",neN,

17. Neka su A i B ograni¢eni odozdo podskupovi skupa nenegativnih realnih brojevai « >0,

peR.
Tada je:
1) inf{aa+ flae Al =ainf A+ S ;
(i1) inf{fablae A,be B} =inf A-inf B.

Dokaz.
1. X-0=X(0+0)=x-0+X-0=-Xx-0+Xx-0=—X-0+x-0+Xx-0=0=X%-0
2. Nekaje xy=01i x#0.Tada postojix'i 0=x"-0=x"(xy)=(x"'X)y=1-y=y.
3. x+(-)x=0+(-1)x=0x=x0=0.
X+ X+(-D)x=-x+0
0+ (-Dx=-x
(-Dx=-x

(=)(=Y) ==X(=y) ==(=y)x==(=yx) = yx =Xy .
Akoje X<0,ondaje —X+X<—-X,t. 0<—X.
Akoje x>0, ondaje X-Xx>0.Akoje X<0, ondaje —X>0,paje xx=(-x)(-x)>0.
1=1-1>20.Kako jel#0,sledi 1>0.
Pretpostavimo da vazi suprotno x™' <0.Ondaje —x' >0, paje (=x")-x>0, tj.
—(x'x)=0, -1=0, 1<0.Kontradikcija!
9. Nekaje xy>0 and X>0.Ondaje x>0, paje X' -Xy >0, odakle sledi y > 0. Dakle,
X2>0 and y > 0. Ostatak dokaza prepuStamo ¢itaocu.
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.

(@)
(ii)

Neka je s=sup A, Ac R. Kako je s jedna gornja granica vazi a<s,a € A. Kad tvrdenje 2.
ne bi vazilo, vazilobi 3¢ >0Vae A s—&>a.Ovo biznacilo da je S—& gornja granica od
A manja od s, suprotno definiciji supremuma. Obrnuto, ako vazi 1., onda je S gornja granica
za A, a 2. garantuje da je to najmanja gornja granica.

Neka je xi€ R jedna donja granica (minoranta) skupa X, tj. Za svako X € X vazi X1 <X.
Oznac¢imo sa A c R skup svih minoranti skupa X. Za svako X e X Isvako X' € Avazi

X" <X, $to znacdi da je svaki element od X majoranta od A i da je skup A ogranicen odozgo.
Prema aksiomi neprekidnosti, postoji sup A = Xou R. Kako je Xo najmanja gornja granica za A
a svi elementi od X su gornje granice od A, o¢evidno je da, za svako X € X , vazi Xo < X, tj. Xo
je takode minoranta od X. Otuda, Xo € A. Kako za svako Xe€ A vazi X < Xo, znaci da je Xo

najveci element od A, dakle to je najveca donja granica odnosno infimum od X.

Ako bibilo x>0 ,ondaza & :g imamo kontradikciju X < g !

Neka je a=supA,b=supB,xe A,yeB.Ondaje x+y<a+bh, paje a+b gornja granica za
C. Zato postoji c=supC i c<a+b.Dokazimo daje a+b<c.Zaizabrano ¢ >0, postoje
xe A,y e B zakojeje a—& < x,b—¢ < y. Sabiranjem dobijamo a+b—-2& < x+y<c.Kako
ovo vredi za svako £ >0, prema 10. je a+b<c Q.E.D.

Neka je a=supA,b=supB,xe A, yeB.Ondaje xy <ab, paje ab gornja granica za AB.
Zato postoji ¢ =sup AB i ¢ <ab. Dokazimo da je ab <c. Za izabrano ¢ >0, postoje

xe A,yeB zakojeje a—s<x,b—e<y.Odavdesledi ab< (x+&)(y+&)<c+e(X+y+¢&).
Kako je &> 0proizvoljno , odavde sledi ab<c Q.E.D.

Iz x<y,xe A,yeB sledi supA<y,yeB,aodavde sup A<inf B Q.E.D.

Dokaz je slican dokazu u 14.

Prepustamo Citaocu.
Iza>inf A>0ib>inf B>0,sledi ab>inf A-inf B. Neka je £>0,
£

0 =min{l, —————} . Tada postoje a € A\be B takodaje a<inf A+5,b<infB+5 i

1+inf A+inf B
ab < (inf A+ 0)(inf B + §) = inf Ainf B + (inf A+inf B +J)
<inf Ainf8++(inf A+inf B+1)
inf A+inf B+1

<inf Ainf B+ &
Sto dokazuje (ii).

1.2 Skupovi N prirodnih brojeva i Z celih brojeva

Definicija 1.2.1 Brojeve 1,1+1,(1+1)+1, ((1+1)+1)+1,... nazivamo prirodni brojevi a
njihov skup oznacavamo sa N.
Skup Z=Z7ZUZ'U{0} , gde je Z ={-mlm € N},Z"=N nazivamo skup celih brojeva.

Upotrebom skracenica

1+1=2,2+1=3,3+1=4,...



