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PREDGOVOR

Zbirka koja se nalazi pred vama pisana je po va�e�em programu kursa
Linearna algebra i statistika koji se sluxa u drugom semestru osnovnih
studija Gra�evinskog fakulteta Univerziteta u Beogradu. �en ci	 je
prvenstveno da pomogne studentima u xto uspexnijem priprema�u ispita iz
navedenog predmeta. Ipak,imaju�i uviduraznolikost oblasti zastup	enih na
kursu, nadamo se da bi mogla biti od koristi i studentima drugih tehniqkih
i prirodno-matematiqkih fakulteta.

Zbirka je, shodno nazivu i programu predmeta, pode	ena na tri poglav	a.
Svako poglav	e je pode	eno na nekoliko tematskih jedinica od kojih svaka
sadr�i kratak teorijski uvod, najbitnije definicije kao i teoreme koje bi
omogu�ile studentima rexava�e zadataka po temama. Naravno, to nije bilo
svuda mogu�e, a na nekim mestima je i namerno izostav	eno radi koherentnog
razumeva�a qitave oblasti ili poveziva�a vixe �ih. Ovde prvenstveno
mislimo na vezu izme�u Linearne algebre i Analitiqke geometrije.

Imaju�i u vidu da je za matematiku imanentan dokaz, a ne opservacija,
nastojali smo da zadatke rexavamo xto preciznije i deta	nije, sa jasnom
vezom me�u koracima. Tako�e smo, tamo gde smo smatrali da je to korisno,
navodili i vixe rexe�a zadataka, kao i ,,tok misli" koji bi bio ,,ideja
vodi	a" pri da	em susreta�u sa istom ili sliqnom materijom. Nadamo se
da smo u tome uspeli kao i da smo uspeli da pokrijemo najbitnije pojmove iz
ovih oblasti.

Unapred smo zahvalni svima koji nam uka�u na nedostatke i grexke u ovoj
zbirci, ma kojeg karaktera one bile. Posebno se zahva	ujemo recenzentima
na svim korisnim savetima i primedbama koje su nam dali tokom pisa�a ovog
rukopisa.

Beograd, januar 2017. Autori
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Glava 1

Linearna algebra

1.1 Polinomi

Izraz

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

za a0, a1, . . . , an ∈ R, zove se polinom po promen	ivoj x, nad po	em realnih
brojeva. Elementi a0, a1, . . . , an ∈ R su koeficijenti polinoma P (x). Ako je
an 6= 0 ka�emo da je polinom P (x) stepena n, u oznaci degP (x) = n. Polinom
za koji je an = 1 nazivamo moniqnim polinomom.

Teorema 1 Za svaki polinom P (x) i ne-nula polinom Q(x) postoje jedin-
stveni polinomi S(x) i R(x) takvi da va�i slede�a jednakost:

P (x) = Q(x)S(x) +R(x),

gde je R(x) polinom sa osobinom da je degR(x) < degQ(x). Polinom Q(x)
nazivamo koliqnik, a polinom R(x) ostatak pri de	e�u polinoma P (x) po-
linomom Q(x).

Ukoliko je R(x) nula polinom, tj. P (x) = Q(x)S(x), ka�emo da polinom
Q(x) deli polinom P (x), u oznaci Q(x) | P (x).

Bezuov stav Ostatak pri de	e�u polinoma P (x) sa x− a jednak je P (a).

Ako je P (a) = 0, ka�emo da je a nula (koren) polinoma P (x) i tada va�i:

P (x) = Q(x)(x− a).

1
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Definicija 1 Ka�emo da je a nula polinoma P (x) vixestrukosti (reda)
k, k ∈ N, ako i samo ako (x−a)k | P (x) i (x−a)k+1 - P (x). Nule vixestrukosti
1 se nazivaju proste nule.

Va�i slede�e tvr�e�e: x0 je nula reda k polinoma P (x) akko

P (x0) = P ′(x0) = · · · = P (k−1)(x0) = 0 , P (k)(x0) 6= 0 .

Polinom P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, za a0, a1, . . . , an ∈ R, an 6= 0, ima n

nula u po	u kompleksnih brojeva1 i tada va�i:

P (x) = an(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn),

gde su x1, x2, . . . , xn ∈ C nule polinoma P (x).

Vietove formule Neka je P (x) = a0 +a1x+ · · ·+anx
n, za a0, a1, . . . , an ∈ R,

i neka su x1, x2, . . . , xn nule polinoma. Tada va�e slede�e jednakosti:

x1 + x2 + · · ·+ xn = −an−1

an
,

x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn =
an−2

an
,

x1x2x3 + x1x2x4 + · · ·+ xn−2xn−1xn = −an−3

an
,

...

x1x2 · · · xn = (−1)n
a0

an
.

Teorema o racionalnim nulama Neka je P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n,

a0, a1, . . . , an ∈ Z. Ako je p/q, za p, q ∈ Z, q 6= 0, i NZD(p, q) = 1, nula
polinoma P (x), tada p | a0 i q | an.

Teorema o kompleksnim nulama realnog polinoma Ako je z = α + iβ,
α, β ∈ R koren reda k polinoma P (x) = a0+a1x+· · ·+anxn, a0, . . . , an ∈ R,
onda je i z = α− iβ, koren reda k polinoma P (x).2

1Me�u ovim korenima mo�e biti i jednakih. Ova osobina poznata je kao algebarska
zatvorenost po	a C. Po	e realnih brojeva nije algebarski zatvoreno, na primer polinom
P (x) = x2 + 1 nema nula u po	u R.

2Ka�e se jox da se kompleksne nule realnih polinoma pojav	uju samo u parovima.
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Zadatak 1 Dat je polinom P (x) = x3 + ax2 + bx + 1. Odrediti parametre
a, b ∈ R takve da je polinom P (x) de	iv polinomom Q(x) = x2 − 1.

Rexe�e Uoqimo da je Q(x) = (x− 1)(x+ 1). Da bi polinom P (x) bio de	iv
polinomom Q(x), potrebno je da P (1) = 0 = P (−1), tj.

a+ b+ 2 = 0 i a− b = 0.

Rexava�em prethodnog sistema dobijamo da je a = b = −1.

Zadatak 2 Neka je P (x) = nxn+1−(1+np)xn+(p−1)(xn−1 +xn−2 + · · ·+x)+p.
Da li je P (x) de	iv polinomom Q(x) = x2− (p+ 1)x+ p, gde je n ∈ N i p ∈ R?

Rexe�e Uoqimo da je Q(x) = (x− 1)(x− p).

• Pretpostavimo najpre da je p 6= 1. Tada je

P (1) = n− (1 + np) + (p− 1)(n− 1) + p = 0 i

P (p) = npn+1 − (1 + np)pn + (p− 1)(pn−1 + pn−2 + · · ·+ p) + p

= npn+1 − pn − npn+1 + p(p− 1)(pn−2 + pn−3 + · · ·+ 1) + p

= −pn + p(pn−1 − 1) + p = 0 ,

pa u tom sluqaju Q(x) | P (x).

• Za p = 1 bi�e Q(x) = (x − 1)2 i P (x) = nxn+1 − (1 + n)xn + 1.
Kako je x0 = 1 koren reda 2 polinoma Q(x), da bi polinom P bio
de	iv polinomom Q, to x0 = 1 mora biti koren reda bar dva po-
linoma P (x). Stoga �e biti dovo	no proveriti da li je ispu�en
uslov P (1) = P ′(1) = 0. Kako je P ′(x) = n(n + 1)xn − n(n + 1)xn−1,
direktnom zamenom dobijamo da su ove jednakosti ispu�ene.

Stoga, polinom Q(x) deli polinom P (x) za svako p ∈ R.

Zadatak 3 Odrediti ostatak pri de	e�u polinoma P (x) = x2016 + x2015 + 1
polinomom Q(x) = x3 − x2 + x.

Rexe�e Oqigledno je Q(x) = x(x− 1)(x+ 1). Neka je S(x) koliqnik, a R(x)
ostatak pri de	e�u polinoma P polinomom Q. Kako je degQ(x) = 3,
primenom Teoreme 1 zak	uqujemo da je degR(x) < 3, pa je polinom R
oblika R(x) = a+ bx+ cx2, za neke a, b, c ∈ R. Tada:

x2016 + x2015 + 1 = (x3 − x2 + x)S(x) + cx2 + bx+ a .

Kako je P (−1) = 1 = P (0) i P (1) = 3, to va�e slede�e jednakosti:



4 GLAVA 1. LINEARNA ALGEBRA

1 = c+ b+ a, 1 = a i 1 = 9c+ 3b+ a.

Rexava�em sistema dobijamo da je a = 1, b = 1/6 i c = −1/6, te je
tra�eni ostatak jednak

R(x) = −1

6
x2 +

1

6
x+ 1 .

Zadatak 4 Neka je ostatak prilikom de	e�a polinoma P (x), stepena ve�eg
od 2, polinomom x − 1 jednak −1, a polinomom x + 1 jednak 1. Odrediti
ostatak prilikom de	e�a polinoma P (x) polinomom (x− 1)(x+ 1).

Rexe�e Neka je S(x) koliqnik, a R(x) ostatak prilikom de	e�a polinoma
P (x) polinomom Q(x) = (x − 1)(x + 1). Kako je degQ(x) = 2, primenom
Teoreme 1 zak	uqujemo da je degR(x) < 2, tj. R(x) = a + bx, za a, b ∈ R.
Tada:

P (x) = (x− 1)(x+ 1)S(x) + bx+ a.

Kako je P (1) = −1 i P (−1) = 1, to va�e slede�e jednakosti:

−1 = b+ a i 1 = −b+ a.

Rexe�e sistema je a = 0, b = −1, pa je R(x) = −x .

Zadatak 5 Na�i koeficijente a, b, c i d polinoma

P (x) = x4 + ax3 + bx2 + cx+ d

ako se zna da je zbir �egovih nula jednak 2, proizvod jednak 1 i da polinom
P (x) pri de	e�u sa x− 2 daje ostatak 2, a sa x+ 1 ostatak -1.

Rexe�e Neka su x1, x2, x3 i x4 nule polinoma P (x).Primenom uslova zadatka
i Vietovih formula za polinom qetvrtog stepena dobijamo:

x1 + x2 + x3 + x4 = −a ⇒ a = −1 , x1x2x3x4 = d ⇒ d = 1 .

Kako je P (2) = 2 i P (−1) = −1, va�e i slede�e jednakosti:

16 + 8a+ 4b+ 2c+ d = 2 .

1− a+ b− c+ d = −1 .

Rexava�em sistema dobijamo a = −2, b = −3/2, c = 13/2, d = 1.




