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[NIPEATI'OBOP

306mpKa Koja ce Hajga3W TpeJ BaMma THUCaHA je Mo BaykehieM Tporpamy Kypca
Jlmaeapra asrebpa W CTaTUCTHKA KOJH Ce€ CJIYIIA Y APYTOM CEeMECTPY OCHOBHHX
crynuja I'palheBunckor daxynterta YumBepauTetra y DBeorpamy. Ibenm mum je
HPBEHCTBEHO /Ia IIOMOTHE CTYAEHTUMA Y IIITO YCIENIHUjeM IIPUIIPEMAtby UCIUTA U3
HaBejieHOr peavera. Unak, umajyhu yButy pa3HoimkocT 00/1acTu 3aCTYIJHEHUX HA
KypCy, HQJIaMO ce Ja Ou MOrJIa OUTH O KOPUCTH U CTYAEHTUMA JIPYTUX TEXHUIKAX
U MPUPOJTHO-MATEMATHIKUX (DAKYITETA.

36mpKa je, CXOHO HA3WBY M HPOrPAMY IIPEIMeTa, M0/Ie/hbeHa Ha TPU HOIJIABIbA.
CBako MOTJIaB/be je MOJE/heHO Ha HEKOJUKO TeMATCKUX jeIUHUIA OJT KOjUX CBaKa
CAJIPKU KpaTaK TEOPUJCKHU yBOI, HajOuTHUje nedWHUIMje KA0 U TeopeMe Koje Ou
omoryhmiie crymenTuMa pemaBame 3a1aTaka o TeMama. Hapasno, 10 Huje 6m10
cByaa moryhe, a HA HEKUM MECTHMA jé U HaMEPHO U30CTAB/HEHO PAJIM KOXEPEHTHOT
pa3yMeBarba duTaBe OOJIACTH UJIM IOBe3WBarmba Buille mHuX. OBJe NPBEHCTBEHO
MHCIIMO Ha Be3y u3Mmely Jluneapue ajarebpe nu AHAIUTHYKE T€OMETPH]e.

Nmajyhu y Buay jga je 3a MareMaruky MMAHEHTAH JIOKA3, a HE ONCepBaIuja,
HACTOjaJId CMO JIa 33JIaTKe pellaBaMo IITO MPEIU3HUje U JieTabHuje, ca jacCHOM
Be3oM mehy koparuma. Takohe cmo, TaMO rje CMO CMATpaJid Jia je TO KOPHCHO,
HABOAWIM W BUIE pellera 3aJaTaka, Kao W ,, TOK MHUCIN Koju Om Owo ,uaeja
BO/M/ba” TPH JIaJheM CYyCDeTamby Ca MCTOM HJIM CJIMYHOM MaTepujoMm. Hamamo ce
Jla CMO Yy TOMeE YCIIeJIM Kao U Jia CMO YCIIeJIH J1a MTOKPUjeMO HajOUTHHje TOjMOBE U3
OBUX 00JTACTH.

YHuanpe/ MO 3aXBaJjIHU CBUMA KOj HAM YKaKy HA, HEJOCTATKE U IPEIIKEe Y 0BOj
30upImM, Ma Kojer KapakTepa oHe Omie. [loceOHO ce 3axBajbyjeMoO peleH3eHTHMa
HA CBUM KOPHCHUM CABETUMA W MPUMEI0AMA KOje Cy HaM JAJIM TOKOM MHCATHa, OBOT
pyKommca.

Beorpasn, janyap 2017. Ayropu
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I'maBa 1

JImneapua aJjiredopa

1.1 Iloammommu

N3pa3
P(z) =ap+ a1z + -+ + aza",
3a ag, di, ..., 0, € R, 30Be ce nosurom MO TPOMEHIHUBOj X, HAJL MOJHEM DPEATHIX
6pojeBa. Emementn ag,ay,...,a, € R ¢y xoeduyujenmu nomunoma P(z). Axo je

a, # 0 kaxemo Ja je noaunom P(x) crenena n, y o3nanu degP(z) = n. [Mosunom
3a Koju je a, = 1 HazuBamMo MOHUYHUM TOAUHOMOM.

Teopema 1 3a ceaku noaunom P(x) u ne-nyaa nosurnom Q(x) nocmoje jedun-
cmeenu nosuromu S(x) u R(x) maxeu da sasicu caedeha jednarocm:

Pz) = Q(x)S(x) + R(x),
2de je R(x) noaumom ca ocobunom da je degR(x) < degQ(x). HHoaunom Q(x)
Ha3uBaMo Koauuruk, a nosunom R(x) ocmamar npu dewervy nosunoma P(x) no-

auromom Q(x).

Ykouko je R(z) myna nonusom, 1j. P(z) = Q(x)S (), KaxkeMo jia HOJIHHOM
Q(z) memw moamnom P(x), y oznamn Q(z) | P(x).

Besyos ctaB Ocmamak npu dewerwy nosunoma P(x) ca x — a jednax je P(a).
Ako je P(a) = 0, kaxemo 12 je a wyaa (Kopen) moomaoma P(x) u Taga Baxu:
P(z) = Q(z)(x — a).

1
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Hedunumuja 1 Kaxemo na je a nyna nomuaoma P(x) euwecmpyrocmu (peda)
k, k € N, ako u camo ako (z—a)* | P(z) u (r—a)**! { P(x). Hyne sumecrpykoctu
1 ce nazuBajy npocme Hy.ie.

Baxu caenehe tBpheme: zg je Hyaa pera k moauHoMa P(x) aKKO
P(ZL'()) = PI(IL'()) = - = P(k_l)(xo) = O, P(k)(l'o) 7é 0.

[Momunom P(x) = ag + a1x + - -+ + a,x™, 3a ag, ay,...,a, € R, a, # 0, nma n

Hy/Ia y 1I0/by KOMILIEKCHHX GpojeBal u Taja Bazku:

P(z) = ap(x —x1)(x — 22) - - (x — xy),

rie cy Ti,2a,...,T, € C ayne nomunoma P(x).
Buerose dopmyne Hexa je P(x) = ag+a1x+---+a,2", 3a ag,a, .. .,a, € R,
U HEKG CY X1, T2, ..., T, HYLe nosunoma. Tada sasice caedehe jednarocmu:
(p—1
Ty+Tot T, = — .
an
Qp—2
122 + 123+ -+ Tp1 Ty, = ,
an
Ap—3
T1T9T3 + T1ToTy + ** + Tp—9Tp—1Tn = — )
Qn,
)
T Ty, = (—1)"—.
Qnp,
Teopema o pamumonananMm Hysaama Heka je P(x) = ag + a1z + -+ + a,a™,

ag,a,...,a, € Z. Axo je p/q, 3a p,q € Z, ¢ # 0, u NZD(p,q) = 1, nyaa
noauroma P(x), mada p | ag u q | a,.

Teopema 0 KOMIIJIEKCHUM HyJaMa peaiHOT moJjimHoMa Axo je z = a + if3,
a, f € R xopen peda k noauroma P(x) = ag+ajx+---+a,2", ag,...,a, € R,
onda je u Z = a — i3, xopen peda k nosunoma P(x).

!Meby osum xopennma moske Gutn u jenmaxmx. OBa 0ocoGWHa TIO3HATA je Kao airebapcka
3arBopenoct noska C. Ilospe peanmuux OGpojeBa Huje anrebapCKu 3aTBOPEHO, HA MIPUMED TOJIMHOM
P(x) = 2% + 1 nema nyna y nomy R.

2Kazxe ce jour Ja ce KOMILUIEKCHE HyJIe PEAJHUX IOJAHOMA, [HOjaBJbyjy CaMO y IapOBHMA.



1.1. IIOJIMHOMMU 3

Banarak 1 /lat je mommunom P(x) = x3 + ax? + br + 1. Ogapeaurn mapamerpe
a,b € R rakse ja je nosunom P(x) aesbus nosmnomom Q(z) = 2% — 1.

Pemewme Younmo ja je Q(z) = (x — 1)(x + 1). la 6u nommuom P(x) 6uo jaesbun
nosmaOMOM (), morpebHo je ma P(1) = 0 = P(—1), j.

a+b+2=0 u a—-0b=0.
PemraBamem nperxouor cucrema mobujamo ga je a = b = —1. 0O

Bagarak 2 Heka je P(x) = nz"t — (1+np)z"+(p—1) (2" 42" 2+ -+ ) +p.
Ja 1 je P(x) nemwus nomunomoM Q(z) = 22— (p+1)x+p, tnejen € Nup € R?

Pemewme Youumo ja je Q(z) = (z — 1)(x — p).
e [IpermocraBuMo Hajupe ma je p #= 1. Taga je

Pl)=n—(14+np)+(p—1)(n—1)+p=0mu

P(p) =np"™ = (L+np)p" + (0= 1)P" " +p" 2+ +p) +p
=np" —p" =™ 4 p(p - D"+ P+ + ) +p
=—p"+p(" ' =1)+p=0,

ma y ToMm caydajy Q(z) | P(x).

e 3a p = 16ule Q(z) = (x —1)*> nu P(x) = nz"™ — (1 + n)z" + 1.
Kaxo je zp = 1 kopen peaa 2 nomunoma Q(z), aa 6u noauaom P 6uo
JepuB momHOMOM (), TO Ty = 1 Mopa OuTm KopeH pema 6ap aBa To-
muaoma P(x). Crora he 6uru JOBO/BHO MPOBEPUTH JIa JIU jé UCIYHEH
veaos P(1) = P'(1) = 0. Kaxo je P'(x) = n(n + 1)z — n(n + 1)z,
JUPEKTHOM 3aMeHOM J0OUjaMo Jia CY OBe jeJTHAKOCTU UCIYIHbeHe.

Crora, monuaom ()(x) memun monmaom P(x) 3a cBaxo p € R. 0O

Bamarak 3 Ogpemutn ocratak npm Jesbemy nomuHoma P(z) = z2010 4 22015 41
nosunomom Q(r) = 23 — % + .

Pememe Ounrieano je Q(z) = z(x — 1)(z+1). Heka je S(z) xonnunuk, a R(x)
ocTraTak mpu Je/bemy moauHoma P monmaomom ). Kako je degQ(x) = 3,
npuvenom Teopeme 1 3akspyuyjemo na je degR(z) < 3, ma je monmuoM R
obsmka R(z) = a + bx + cz?, 3a nexe a, b, c € R. Taya:

216 4 2205 41 = (2 — 2? + 2)S(x) + ca® + b +a.

Kako je P(—1) =1 = P(0) u P(1) = 3, o Baxe cyejehe jenmakocTn:
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l=c+b+a, 1=a u 1=9+3b+a.

Pemmasamem cncrema jpobujamo ma je a = 1, b = 1/6 m ¢ = —1/6, Te je
TpaykeH! OCTaTaK jeTHAK
1 1
R(z)=—=2+ -z +1.
(@) = -5 5 O

Sagarak 4 Heka je ocrarak npuiukom Je/beba nojmaoma P(x), crenena peher
oxn 2, moamHOoMOM x — 1 jemHak —1, a mosmHOMOM Z + 1 jemnak 1. Oxpeauntn
ocTaTak MPUINKOM Jeberba nosnaoma P(z) mommuomom (z — 1)(z + 1).

Pemewe Heka je S(z) konmunuk, a R(zr) ocTatak IPHIHKOM JIe/berba HOJIXHOMA
P(z) momunomom Q(x) = (x — 1)(x + 1). Kako je degQ(z) = 2, npumerom
Teopeme 1 3akspyuayjemo aa je degR(x) < 2, 1j. R(xz) = a + bx, 3a a,b € R.

Taa:
P(z)=(z—1)(z+1)S(x) + bz + a.
Kako je P(1) = —1 u P(—1) = 1, 1o Baxe ciezelie jemnakocrn:
—1=b+a uw 1=-b+a.
Pememe cucrema je a =0, b = —1, na je R(x) = —x. 0

3agarak 5 Hahu xoedunujenre a, b, ¢ u d mosmuoMa
P(z) =2 +ar® + b’ + cx +d

aKo ce 3Ha JIa je 30U FHEroBWX HYJAa jeIHaK 2, MPOU3BOJ jedHAK 1 W 14 MOJHHOM
P(z) npn gememy ca x — 2 naje ocrarak 2, a ca « + 1 ocrarak -1.

Pememwe Heka cy x1, 2o, x3 u x4 Hys1e noaunoma P(x). [Ipumenom ycsioBa 3agarka
u BuetoBux dopmysia 3a MOJUHOM Y9€TBPTOT CTEIEHA, 100ujamo:

T+ oot a3t+as=—a = a=—-1, xirer3x4=d = d=1.
Kaxko je P(2) =2 u P(—1) = —1, Baxe u caenehe jeqnakocTu:
16 +8a +4b+2c+d=2.
l—a+b—-—c+d=-1.

Pemasamem cucrema pobujamo a = —2,b = —3/2,¢ = 13/2, d = 1. O





