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Glava 1

O algoritmima i slozenosti

1.1 Pojam algoritma

Pojam algoritma se obi¢no prilicno neformalno definise (mada svakako postoje i
vrlo precizne/stroge definicije). Neformalno, algoritam je strogo definisana proce-
dura izracunavanja (u originalu computational procedure) koja dobija neki podatak
ili skup (kolekciju) podataka kao ulaz i izraGunava (proizvodi) jedan ili vise poda-
taka koji predstavljaju izlaz ili rezultat algoritma. Mozemo reéi da je algoritam
strogo definisan niz koraka (radnji) koje treba izvrsiti da bi se od ulaznih podataka
dobili izlazni podaci (rezultati). Ovde je naglasak na strogo definisan i to treba da
podrazumeva da taj niz koraka ne moze biti interpretiran na vise razli¢itih nacina,
ve¢ samo na jedan na¢in. Pored toga ostaje mala nedoumica Sta su zapravo koraci
(u frazi niz koraka).

Neki autori kazu da se algoritam moze posmatrati i kao alat za resavanje dobro
specificiranih (definisanih) rac¢unskih (u originalu computational) problema. Spe-
cifikacija problema nije nista drugo nego postavka problema. Postavka problema
moze predstavljati opis veze (relacije) koja postoji izmedu ulaznih i izlaznih poda-
taka tog problema. Algoritam opisuje proceduru (tj. niz koraka) koje treba izvesti
kako bi se dostigla ta veza izmedu ulaznih i izlaznih podataka.

Na primer, manje viSe svima je prili¢no jasno sta predstavlja problem sor-
tiranja. To je jedan od problema koji se najcese resava (obi¢no kao deo nekog
slozenijeg problema). Evo kako bi mogla da izgleda postavka problema sortiranja,
u duhu zadavanja veze izmedu ulaza i izlaza:

Ulaz: Niz od n brojeva (a1, as,ag, ..., ay).
Izlaz: Permutacija (preuredivanje) (a}, ab, a}, ..., al,) elemenata ulaznog niza tako
dajea) <afy<af < - <al,.

Par napomena u vezi sa gornjom postavkom. Indeksiranje elemenata u ovoj
postavci kreée od 1, ali isto tako moze krenuti i od nule (kao §to je u velikom broju
programskih jezika koji su trenutno najzastupljeniji). Elementi niza ne moraju
biti brojevi, ve¢ bilo kakvi podaci koji mogu da se porede (tj. moze da se odgovori
na pitanje da li su jednaki ili ne, a ako nisu jednaki, koji od njih je veéi).

7



8 GLAVA 1. O ALGORITMIMA I SLOZENOSTI

Izlaz, tj. rezultat izvrSavanja algoritma za sortiranje niza moze biti i permuta-
cija
(1), 7(2),7(3),...,m(n)

skupa {1,2,3,...,n}, sa osobinom da je
Ur(1) S Gr(2) € Ar(3) S < r(n)-

Odnosno, broj m(1) predstavlja indeks najmanjeg elementa niza a, broj 7(2) idneks
drugog najmanjeg elementa niza a, itd., broj m(n) indeks najveéege elementa niza
a.

Vratimo se na problem sortiranja. U skladu sa opisanom vezom izmedu ulaza
i izlaza, ako je ulazni niz bio (31,43,59,24,47,56), onda bi algoritam sortiranja
trebao kao izlazni podatak da odredi niz (24, 31,43, 47,56, 59). Poslednji niz pre-
dstavlja stvarno permutaciju ulaznog niza i to permutaciju u kojoj je svaki ele-
ment (osim poslednjeg) manji od ili jednak narednom elementu niza. Ulazni niz
(31,43,59,24,47,56) se naziva (test) instanca za problem sortiranja. U opStem
slucaju (test) instanca za neki algoritamski problem je bilo koja vrednost ili skup
(kolekcija) vrednosti koja zadovoljava sva ograni¢enja za ulaz opisana u postavci
problema.

Ocigledno da za skoro svaki algoritamski problem mozemo napraviti proizvo-
lino (neograni¢eno) mnogo razlicitih test instanci. Algoritam A koji se koristi
za reSavanje problema P je korektan ako za bilo koju ispravnu (test) instancu
odreduje ispravan izlaz. Ako postoji bar jedna (test) instanca problema P za koju
algoritam A proizvodi pogresan izlaz, ili se iz nekog razloga njegovo izvrsavanje ne
zavrava, algoritam A nije korektan. Provera (utvrdivanje) korektnosti algoritma
je nedvosmisleno od velikog znac¢aja. Ono se ne izvodi ponovljenim, izvrsavanjem
algoritma za razli¢ite (test) instance, jer to $to algoritam A proizvodi ispravan
izlaz za proizvoljno mnogo testiranih instanci ne znaci da ne postoji test instanca
za koju Ce proizvesti neispravan izlaz, ili ¢e se izvrSavati proizvoljno dugo. Zbog
toga se koristi u osnovi matematicki aparat (alat) kojim se pokazuje da izmedu
ulaznih i izlaznih podataka postoji veza koja je opisana u postavci problema.

Intuitivno je jasno da razlicite test instance nisu podjednako teske (kompliko-
vane) za neki algoritam. Primera radi za ocekivati je da je teze sortirati niz od
1000 elemenata nego niz koji ima 10 elemenata. U ovom sluc¢aju brojevi 1000 i 10
nose odredene informacije o test instancama. U literaturi se koristi termin veli¢ina
(engl. size) kao informacija koja govori o test instanci. U principu to je najcesée
neki ceo pozitivan broj koji se pridruzuje instanci, ali postupak odredivanja tog
broja zavisi od problema. Primera radi, za problem sortiranja niza, namece se
da je to broj elemenata u nizu. Ali za problem mnozenja dva cela broja to moze
biti broj bitova (cifara), koji se koriste da bi se zapisali ti brojevi. Nekada se
veli¢ina izrazava i sa vise brojeva. Na primer, ako je ulaz za algoritam neki graf
(skup ¢vorova i skup ivica gde ivice povezuju parove ¢vorova), onda veli¢inu mogu
odredivati i broj ¢vorova i broj ivica.

Evo jos par algoritamskih problema koje ¢emo opisati, zapisujuc¢i vezu izmedu
ulaznih i izlaznih podataka. Jedan od njih je problem vrac¢anja kusura.
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Ulaz: Niz brojeva (v1,va, ..., v,) koji predstavljaju vrednosti novcanica u nekoj
zemlji i broj I koji predstavlja iznos koji treba kasir da vrati kao kusur.

Izlaz: Niz od n celih nenegativnih brojeva (¢, ca, ..., ¢, ) koji predstavljaju brojeve
primeraka pojedinih novc¢anica u kusuru, tako da kusur bude vracen sa $to manje
novcanica. Prema tome treba da vazi da je

c1 XV +egXvg+--t+e, Xv, =1

ali i da je
ci+co+--+ep,
§to manje.

Problem trgovackog putnika je jedan od svakako najpoznatijih i najvise prouca-
vanih algoritamskih problema. Intutitivno, trgovacki putnik treba da prode kroz
nekih n mesta, prolazeé¢i kroz svako od njih ta¢no jednom i da se vrati u mesto
iz koga je krenuo, ali tako da prede najkraé¢i put. Formalno, veza izmedu ulaza i
izlaza bi se mogla zapisati na sledeé¢i nacin:

Ulaz: Prirodan broj n koji predstavlja broj mesta (smatramo da su mesta nume-
risana brojevima od 1 do n) i matrica d dimenzija n x n, tako da je d;; duzina
puta izmedu mesta ¢ i j.

Izlaz: Permurtacija m brojeva od 1 do n koja odreduje redosled u kome je trgovacki
putnik obilazio mesta. Ta permutacija treba da bude takva da je

n—1

Z dr(iyr(i+1) T da(n)n(1)

i=1

minimalno.

1.2 Zapisivanje algoritama

Algoritmi se mogu prikazivati na razne nacine. Verovatno je najstariji nacin pri-
kazivanja pomoc¢u algoritamskih Sema (ili dijagrama toka). U ovoj varijanti se
algoritam prikazuje graficki (vizuelno) pomocéu elemenata koji predstavljaju ra-
zlicite vrste obrada:

e pravougaonici predstavljaju blok koji sadrzi neko izracunavanje;

e Sestouglovi (rombovi) predstavljaju blok u kome se vrse neka poredenja (tes-
tiranja ili ispitivanje) i na osnovu rezultata poredenja (testiranja ili ispiti-
vanja) izvrsavanje produzava u jednom od vise raznih pravaca;

e blokovi u obliku trapeza sluze za ucitavanje podataka, ili prikazivanje rezu-
ltata.

Ovo su samo neki od moguéih elemenata. Elementi su povezani usmerenim duzima,
gde usmerenje odreduje kojim redosledom se izvrSsavaju radnje prikazane u tim
blokovima. Ovo je vrlo pregledan nacin za prikazivanje algoritama, ali nije praktican
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zato $to zahteva puno prostora i za zapis obimnijih algoritama ¢e biti potrebno po
nekoliko strana, Sto otezava pracenje algoritma.

Drugi nacin je tekstualni. U ovom sluc¢aju se algoritam organizuje kao niz
koraka i koraci se numerisu brojevima od 1 pa nadalje. Svaki korak se sastoji od
opisa radnje koja se izvodi i na kraju opisa zadaje koji je korak sledeé¢i (npr. ako
je a > bidete na Korak 5, u suprotnom idete na Korak 8). Neprakti¢nost ovakvog
nacina zapisivanja je $to ne mora biti ba§ u potpunosti precizan, a kao $to smo
rekli algoritam je niz strogo (precizno) definiasnih koraka.

Treéi nac¢in je takozvani pseudokod ili pseudojezik. Svaki pseudojezik je ,,pod-
skup” nekog programskog jezika koji je dovoljan da precizno iskaze algoritam, a
istovremeno se ,preskac¢u” ili izostavljaju koraci koji nisu sustinski bitni za algo-
ritam. Na taj nacin algoritam se skracuje i pojednostavljuje se pracenje i analiza.
Nedostatak je sto ne moze da se izvrsi na racunaru i na taj nacin bar delimi¢no
proveri njegova ispravnost.

Cetvrti nacin je koriséenje nekog konkretnog programskog jezika. Time se
postize moguénost provere osmisljenog algoritma, ali se zato produzava zapis i
otezava Citanje/pracenje.

Mi ¢emo u ovoj knjizi kombinovati treéi i ¢etvrti nac¢in. Pri tome é¢emo koristiti
programski jezik JAVA.

1.3 Slozenost algoritma

Pri reSavanju algoritamskih problema, osnovni cilj je razviti korektan algori-
tam, tj. algoritam koji ¢e za svaku ispravnu test instancu odredivati ta¢ne izlazne
rezultate. Medutim, osim tog osnovnog cilja postoje i drugi ciljevi. Jedan od
najvaznijih ciljeva je da se razvije Sto efikasniji algoritam. Efikasnost je karakte-
ristika algoritma koja govori o tome koliko resursa rac¢unara koristi taj algoritam.
Kada se govori o resursima pre svega se misli na vreme, ali vrlo ¢esto i na kolicinu
upotrebljene memorije.

Vreme moze podrazumevati efektivno vreme izvrsavanja algoritma, ali je mnogo
prakti¢nije (zbog razlika u brzinama rac¢unara na kojima se algoritmi izvrsavaju)
izrazavati procenom broja izvrSenih elementarnih koraka u toku izvrSavanja al-
goritma. Pri tome se broj elementarnih koraka odreduje u funkciji od veli¢ine
instance algoritamskog problema.

U proceni se, radi pojednostavljenja, polazi od odredenih pretpostavki. Pre-
tpostavka je da se algoritam izvrSava na jednoprocesorskom ra¢unaru (sa samo
jednim jezgrom). Preciznije, pretpostavka je da se koraci algoritma izvrSavaju
jedan za drugim, tj. naredni korak se izvrsava tek po okonc¢anju prethodnog ko-
raka. Drugim reC¢ima, u jednom vremenskom trenutku ne moze biti izvrSavano
viSe koraka algoritma, iako su oni takvi po prirodi da bi se mogli izvrsavati u isto
vreme (ne zavise jedan od drugog, rezultati jednog od njih se ne koriste kao ulazni
podaci za drugi). Takode se pretpostavlja da sve elementarne rac¢unske operacije
(sabiranje, oduzimanje, mnozenje, deljenje, poredenje brojeva), kao i rukovanje
(baratanje) podacima (pristup promenljivoj ili elementu niza, kopiranje vrednosti
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promenljive, itd.) imaju isto vreme izvr3avanja.

1.3.1 Analiza slozenosti metode za racunanje minimuma niza

Tlustrujmo na nekoliko primera odredivanje slozenosti algoritma. Zapo¢nimo sa
programom koji odreduje minimalni element nekog niza. Jedna od moguc¢ih im-
plementacija metode koja odreduje minimum niza sastavljenog od elemenata klase
T, koji se mogu porediti prikazan je u listingu 1.1.

Listing 1.1 : Jedna implementacija metode za odredivanje minimuma niza.

public static <T extends Comparable<T>> T min(T [Jniz) {
if (niz.length == 0) return null;
T res = niz[0];
for (int k = 1; k < niz.length; k++)
if (niz[k].compareTo(res) < 0)
res = niz[k];
return res;

}

Da bi se odredila ukupna slozenost metode min, potrebno je odrediti slozenost
pojedinih delova ove metode. Prvi red se sastoji od poredenja duzine niza i broja
nula i slozenost tog koraka je jednaka jedan. Ako je uslov u poredenju bio ispunjen,
prekida se izvrSavanje metode (ali, jasno to se desava samo kada je duzina niza,
tj. veli¢ina resavanog problema bila jednaka nuli). Drugi red predstavlja dodelu
vrednosti i njegova slozenost je 1. Treéi red predstavlja pocCetni deo petlje. Kao
Sto je poznato, blok u zagradama se sastoji od tri dela, razdvojena znakom tacka
i zapeta: inicijalizacija (koja se izvrsava samo jednom), provera uslova (koji se
izvrsava sve do prvog izra¢unavanja u kome je uslov netacan) i deo koji se izvrsava
nakon izvrSavanja tela petlje, a izvrSava se svaki put kada je uslov ispunjen, tj.
kada se izvrsi i telo petlje. Uslov se testira za vrednosti k = 1,2,...,n (gde je n
broj elemenata niza), pa je broj izracunavanja uslova n. Broj izvrSavanja treéeg
bloka je n—1 (za vrednosti k = 1,2, ...,n—1). Telo petlje se ponavlja n—1 puta, a
sastoji se od poredenja jednog elementa niza sa trenutnim minimalnim elementom
niza i azuriranja vrednosti trenutnog minimuma (ako je vrednost poredenja true).
Poredenje ¢e se svakako izvr§iti pri svakom izvrSavanjau tela petlje, a dodela u
nekim situacijama (o tome ée biti vise re¢i nesto kasnije). Oznacimo sa t,, broj
izvrsavanja te dodele (tako mozemo reéi da je 0 < t,, < n— 1). Konaé¢no, na kraju
tela metode je red u kome se vrsi povratak iz metode, kao i vra¢anje odgovarajuceg
rezultata. Znaci, ukupna slozenost metode min ¢ée biti:

Tn)=1+14+14n+n—-1)+n—-1)+t, +1=3n+2+t,. (1.1)

Kao §to je ve¢ receno, vrednost izraza t, je izmedu 0 i n — 1, pa ako se zamene u
gornjem izrazu najmanja i najveca vrednost, dobiée se najmanja moguca i najveca
moguca vrednost za slozenost metode:

Tmin(n) =3n+ 2, Tmax(n) =4n + 1. (12)
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Postavlja se pitanje, koliko bi se puta za neki prose¢ni niz (niz formiran na-
sumic¢nim razmestajem njegovih elemenata) izvrsilo azuriranje vrednost promenlji-
ve res. Da bi se to procenilo, definisu se slu¢ajne promenljive X, (k=1,2,...,n—
1), na sledeéi nagin:

1

¥ k-ti element niza je bio manji od trenutnog minimuma
k= . . .. . . ..
0, k-ti element niza nije bio manji od trenutnog minimuma

)

(1.3)

Kada kazemo trenutnog minimuma, mislimo na vrednost promenljive res u tre-
nutku kada je vrednost ,,brojacke promenljive” u for petlji bas jednaka k. Drugim
re¢ima, trenutni minimum je minimum dela niza od nizy do nizx_1. Jasno, u k-
tom prolazu kroz petlju (tj. u onom prolazu u kome se obraduje k-element niza),
izvrSeno je azuriranje trenutnog minimuma samo ako je vrednost sluc¢ajne promen-
ljive X jednaka 1. Matematicko ocekivanje promenljive X}, je jednako prosecnom
broju izvrsavanja dodele res = niz[k] (malo nelogi¢no da to moze biti broj koji
nije ceo, ali to mozemo tretirati kao prosecni broj u vise ponovljenih izvrsavanja
metode, a kako je proseéni broj koli¢nik, on moze biti i razlomljen). Ukupan
broj izvrsenih azuriranja trenutnog minimuma je zbir matematickih ocekivanja za
slucéajne promenljive Xy (k=1,2,3,...,n—1).

Ocekivanje sluc¢ajne promenljive X}, je jednako verovatno¢i da je k-ti element
niza manji od trenutnog minimuma, tj. verovatnoci da je k-ti element niza manji
od minimuma elemenata niza pre tog k-tog elementa. Znaci to je verovatnoca
da je k-ti element niza manji od svih elemenata pre tog k-tog elementa. Po
klasi¢noj teoriji verovatnoce, to je jednako koliéniku broja povoljnih slucajeva i
broja mogucih sluc¢ajeva. Mogudéi sluc¢ajevi su svi moguéi rasporedi elemenata
niza niz[0], niz[1], ..., niz[k-1], niz[k] i njih ima (k 4+ 1)!. Povoljni su
oni slucajevi kada je niz[k] manji od svih ostalih. Prema tome, povoljni su oni
rasporedi kod kojih je na mestu niz[k] najmanji od elemenata, dok su ostali

elementi rasporedeni proizvoljno na mestima niz[0], niz[1], ..., niz[k-1].
Takvih rasporeda ima k!. Prema tome
P(X *1)*1477!*L P(Xy=0)=1-P(X *1)*L (1.4)
YT k1) k4 P Y Tk N
pa je ocekivanje slucajne promenljive Xj, jednako
1
E(Xy)=0-PXy=0)4+1-PXp=1)= ——. (1.5)
k+1
Zbir matematckih ocekivanja je
n—1 n—1 1
Z BE(Xy) = I (1.6)
k=1 k=1 k+1

Konaécno, poslednji izraz se moze ograniciti sa obe strane

n—1

/nld <Zl</n11d (1.7)
9 I —k+1 1 I '
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odnosno
n—1

In— < —— <In(n—-1) <lnn. 1.8

2 k+1 ( ) (1.8)
k=1

Prema tome, prose¢an broj azuriranja promenljive koja sadrzi minimalni ele-

ment niza tokom izvrSavanja ,standardnog” algoritma za odredivanje minimuma

niza je izmedu In 5 ilnn.

1.3.2 Analiza slozenosti sortiranja niza primenom sortiranja
selekcijom

Drugi primer na kome ¢e biti ilustrovano racunanje broja elementarnih koraka to-
kom izvrsavanja algoritma je sortiranje elemenata niza. U listingu 1.2 je prikazana
jedna od implementacija za sortiranje niza postupkom poznatim pod nazivom sor-
tiranje selekcijom (selection sort). Kao $to se iz listinga vidi, pretpostavka je da
su elementi niza nekog tipa T, koji implementira interfejs Comparable, $to znaci
da se elementi niza mogu porediti pozivanjem metode compareTo. Pretpostavka
je da niz koji se sortira ima n elemenata.

Listing 1.2 : Jedna implementacija metode za sortiranje selekcijom.

public static <T extends Comparable<T>>
void selectionSort(T [Iniz) {
for (int i = 0; i < niz.length; i++) {
k = 1i;
for (int j = i+1; j < niz.length; j++)
if (niz[j].compareTo(niz[k]) < 0) k = j;
DSUtil.swap(niz, i, k);
}
}

Prvi red metode predstavlja pocetak for petlje. U toku izvrsavanja te petlje
ukupno n + 1 puta ée biti testiran uslov (za vrednosti i = 0,1,2,...,n) a n puta ée
vrednost promenljive i biti uve¢avana. U svakom prolazu kroz spoljasnju petlju
¢e biti inicijalizovana vrednost promenljive k (pa ¢e biti n tih inicijalizacija) i
bi¢e pozvana metoda swap koja vrsi razmenu vrednosti dva elementa niza (te
je slozenost tog dela 3n, ako ignorisemo poziv metode i povratak). U nekom
konkretnom izvrsavanju spoljasnje petlje, unutrasnja petlja se izvrsava n — i —
1 puta (za vrednosti j = ¢ + 1,i + 2,...,n — 1) i toliko puta se promenljiva j
uvecava za 1, a za jedan put viSe testira uslov za nastavak izvrSavanja unutrasnje
petlje. Inicijalizacija vrednosti promenljive j (unutrasnja petlja) ima slozenost 2
(sabiranje i upis u prostor predviden za promenljivu j). Telo unutrasnje petlje
se sastoji od izracunavanja uslova (poredenje dva elementa niza), koji se svakako
izvrSava i aziriranja vrednosti promenljive k, koje se izvrsava samo ako je uslov
ispunjen (neka je t; broj izvrSavanja te dodele u i-tom izvrSavanjau spoljasnje
petlje). Konacno se moze zapisati slozenost kompletne metode

Tn)=1+(n+1)+n+n+3n+



