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KNJIGA 1

PROBLEMI KOJI MOGU DA SE IZRAZE JEDINO
PUTEM KRUGOVA I DUZI

Kako se aritmeticki racun odnosi prema geometrijskom

Sve geometrijske probleme mi prevodimo lako u takve termine

da valja poznavati iznose tek nekoliko duzina (lignes droites'),
pa da ovi budu postavljeni (construites?).

I kao §to se citava aritmetika sastoji samo od cetiri ili pet
operacija: sabiranja, oduzimanja, mnoZenja i deljenja, kao i
vadenja korena, $to se pak mozZe uzeti da je vrsta deljenja, tako i
u geometriji, ako je potrebno iznaci neke duzi, ne ¢inimo mi
drugo osim $to dodajemo ili oduzimamo od njih izvesne druge
duzi. Recimo, ako imamo u vidu duz, koju bih radije nazvao
jedinicom - ne bih li time uputio na brojeve - a koja, u opstem
slucaju, moze biti proizvoljno velika, uz dve druge date duzi, pa

! Re¢ima ,prava linija” Dekart (ovde) naziva ono $to mi oznac¢avamo danas kao
»duz”, ili ,segment”.

2 Uobicajeno je za nas i da probleme ,postavljamo”, a da resenja - budu li ona geo-
metrijske prirode - ,,konstruisemo”.
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treba naci cetvrtu, koja se prema jednoj od datih odnosi kao
druga od njih prema jedinici, istovetno je to sa mnozenjem. Ili
pak ako treba odrediti ¢etvrtu duz, koja se prema jednoj od dve
date odnosi kao jedinica prema drugoj duzi, ne bi to bilo drugo
do deljenje. I, najzad, ako je potrebno naci jednu, dve ili vise
srednjih proporcionala izmedu jedinice i druge duzi, poklapa se
ovo s vadenjem kvadratnog, kubnog itd. korena. Necemo se
ustezati, stoga, da uvedemo aritmeticke termine u geometriju
ne bismo li tako postali jo$ jasniji.

Kako se geometrijski izvode mnoZenje,
deljenje i vadenje kvadratnog korena

Neka je, na primer, AB® jedinica i, ako se trazi da pomnozi-
mo BD i BC, trebalo bi samo da spojimo tacke A i C i povu¢emo

E

H

D A B F G K
DE paralelno sa CA, pa da, u tom slucaju, BE bude trazeni pro-
izvod. Ako valja potom da podelimo BE sa BD, spajamo tacke E
i D i povlacimo AC paralelno sa DE, kada je BC upravo rezultat
deljenja*. Najzad, ako treba naci kvadratni koren iz GH, odvajamo

3 Danas, takode, s AB oznacavamo duz ¢iji je pocetak u tacki A, a kraj u tacki B, dok
su uobicajene oznake za prave mala pisana slova latinice p, g i sl. Ipak, Dekartov
nacin obeleZavanja ne¢emo menjati zato to je dovoljno jasan.

* Ako, po pravilu, i Dekart koristi 4%, a* itd., radije piSe aa umesto a? i sl.
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na istoj pravoj jedinicu FG, pa podelivsi FH tackom K, opisuje-
mo krug FIH oko K, kao sredista. Tada bi normala iz tacke G
do preseka bio trazeni koren. Ne iznosimo ovde nista o kub-
nom ili drugim korenima jer ¢emo podrobnije govoriti o tome
nesto kasnije.

O kori$c¢enju simbola u geometriji

Ali ¢esto i ne moramo da povlac¢imo duzi na hartiji, ve¢ je dovolj-
no da svaka od njih bude oznacena izvesnim slovom. Tako, da
bismo sabrali duzi BD i GH, oznacavamo prvu sa g, a drugu sa b i
piSemo a + b. Tada bi a - b znacilo da je b oduzeto od a, ab da je

jedno pomnozeno s drugim, a % da je a podeljeno sa b; aa ili a pak

da je a pomnozeno samo sa sobom, a’ da je ovaj proizvod po-mno-
Zen jo$ jednom sa a i tako dalje, unedogled. Ili piemo ,/a® +b?

umesto kvadratnog korena iz a* +b?, $/a®- b3+ ab? umesto kub-

nog korena iz a° - b* + ab” i sli¢no za druge korene®.

Valja ovde primetiti da obi¢no sa a? b’ i slicno ozna¢avamo
tek proste duzi, koje inace nazivamo kvadratima, kubovima i sl.
- upotrebivsi izraze koji se koriste u algebri - kao §to i svi delo-
vi duzi moraju uvek da budu istih dimenzija onda kada jedinica
nije odredena uslovima problema. Tako bi a® imalo onoliko
dimenzija koliko ab” ili b*, 3to su inace delovi duzi koju sam
oznaio sa Ya® —b* + ab?. No, nije to isto kao i kad bi jedinica
bila odredena, jer ova uvek moze da se podrazumeva onda kad

5 Dekartova oznakaje 4/C - a® —b’ + abb, koja se, ipak, nije ustalila u nauci algebre.
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imamo previse ili premalo dimenzija; recimo, ako se trazi da se
izvuce kubni koren iz a’h® —b, uzima se da je veli¢ina a’h?
podeljena jedanput jedinicom, a veli¢ina b pomnozZena dva puta
njome®. Inace, da ne bismo prevideli oznake ovih duzi, trebalo
bi saciniti izvestan njihov spisak, onako kako se one dodeljuju,
ili pak menjaju. Na primer AB = 1, to jest AB je jednako 17, GH
= a, BD = b i tako dalje.

Potrebno je doci do jednacina prilikom
re$avanja problema

Ako zelimo da re$imo neki problem, valja, najpre, da uzme-
mo kao da smo mu nasli resenje®, oznacivsi veli¢ine koje se ¢ine
da su neophodne, kako nepoznate, tako i poznate. U tom slucaju,
ne razlikujuci nepoznate od poznatih duzi, razdvajamo potesko-
¢u, na nacin koji prirodno pokazuje njihov uzajaman odnos, sve
dok ne nademo da je moguce izraziti istu veli¢inu putem dva
izraza. A to ja nazivam jednacinom, posto su ¢lanovi svakog od
tih izraza jednaki ¢lanovima drugih izraza.

No, moramo naci onoliko jednacina koliko se i pretpostavlja da
ima nepoznatih’, ali ako budu razmotreni uslovi problema, a ne

©To jest svaki ¢lan algebarskog zbira mora biti istog stepena — ovde treceg.

7 Dekart ovde koristi oc kao znak jednakosti (prvi vokali od rec¢i aequare, u znacenju
»biti jednak”), koji se, takode, nije odrzao.

8 Postupak koji pripada Platonu, a koristio ga je Pap (Pappus) — matematicar iz Alek-
sandrije, koji je Ziveo oko 300. godine nove ere i napisao delo od osam knjiga (vidi
Pogovor).

? Slu¢aj, po Van Shotenu (Van Schooten), ilustruje slede¢i primer. Valjalo bi produZiti
datu duz AB do tacke D, tako da proizvod AD i DB bude jednak kvadratu CD, pri ¢emu
je C tacka na AB. Ako je AC = g, CB = b, a BD = x, dve strane jednacine do koje se pri-
speva bile bi: ax + bx + x* = x* + 2bx + b?, odakle se dobija x = b*/ (a - b).
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bude ih toliko nadeno, jasno je da problem nije u potpunosti
odreden. U tom slucaju, mozemo proizvoljno da uzmemo pozna-
te duzi, za svaku nepoznatu, kojoj ne odgovara nikakva jednacina.

Potom, ako postoji viSe jednacina, posmatramo redom sva-
ku pojedina¢no, uzimajuéi je kao samu, ili pak poredeci je sa
ostalim, ne bismo li odredili svaku od nepoznatih i nastavljamo
sve dok ne ostane jedna jedina od njih, jednaka izvesnoj poznatoj
duzi. Ili pak takva da su njen kvadrat, kub, cetvrti, peti itd. stepen
jednaki ne¢emu $to je suma, ili razlika dve ili viSe veli¢ina, od
kojih je jedna poznata, dok su druge srednje proporcionale izme-
du jedinice i tog kvadrata, kuba, ¢etvrtog stepena itd., pomnoze-
ne drugim poznatim veli¢inama. A to zapisujemo ovako:

z=b,
ili z2=—az+ b,
ili 22 =az? + b*z - &,

ili 2t = az’ - 3z + d* itd.

To jest z koje uzimamo za nepoznatu veli¢inu jednako je b,
ili kvadrat z jednak je kvadratu b, umanjenom za a pomnozeno
sa z; ili kub broja z jednak je a pomnozeno kvadratom z, uveca-
no za kvadrat b pomnozeno sa z i potom umanjeno za kub ¢; a
slicno i sa drugim stepenima.

Tako je uvek moguce nepoznate veli¢ine svesti na jednu
jedinu, po$to problem moze da se izrazi putem krugova i duzi,
konusnih preseka ili pak pomocu druge krive (ligne), stepena
ne veceg od tri ili Cetiri.

Ali ovde i ne pokusavamo da to podrobnije objasnimo jer
bismo vas lidili zadovoljstva da njime sami ovladate, kao i koristi
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po razvoj duha koja se time dobija, §to je, po nasem misljenju,
ono najvaznije §to se moze steci od ove nauke. Kao $to i ne vidi-
mo da je i$ta u toj meri tesko da ga ne bi mogli resiti oni koji su
tek jedva upuceni u opstu geometriju i algebru, budu li samo
uvazili sve $to je u ovoj raspravi izneseno.

Ako neko ko bude resavao jednacine uradi sve moguce
analize bez izuzetka, bi¢u zadovoljan jer ¢e do¢i do najjedno-
stavnijeg izraza na koji problem moze da se svede.

O problemima ravni i kako se oni resavaju

A ako ovaj problem moze biti reSen u opstoj geometriji, to jest
kori$¢enjem samo duzi i krugova u ravni, kada bi inace poslednja
jednacina bila u celosti reSena, ostao bi najvise samo kvadrat
jedne nepoznate, jednak proizvodu njenog korena i neke
poznate veli¢ine, uve¢anom ili umanjenom za neku drugu, tako-
de poznatu veli¢inu, tada se koren, ili nepoznata duz, mogu jed-
nostavno naci.

Uzmimo, recimo, da je z?=az+b?, konstrui§imo pravi ugao
NLM, ¢ija je jedna strana LM jednaka b, kao kvadratnom korenu

poznate veli¢ine b7 dok je druga, LN, jednaka %a , to jest polovini
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druge poznate veli¢ine pomnozene sa z, za koju smo pretpostavi-
li da je nepoznata. Ako onda produzimo MN, hipotenuzu (base)
ovog trougla, do tacke O, pri ¢emu je NO jednako NL, OM bi
upravo bila trazena duz z. Izrazavamo to na sledeci nacin:

2=Llas ‘/iaz + b2 .10
2 4

Ukoliko imamo y? = — ay + b7, gde je y velicina ¢iji se kvadrat
trazi, konstrui§imo ponovo pravougli trougao NLM, pa na
hipotenuzi MN odvojmo NP jednako NL, kada bi ostatak PM
bio upravo y ili trazeni koren. U tom smislu da je

1 /1
y=-—a+ Za® + b
2 4

Isto tako, uzmemo li da je
x' = —ax® + b,

PM bi bilo x?, odnosno

1 1
X = \/——a+1—a2+b2,
2 4

a isto tako i u drugim slucajevima.

Najzad, budeli z° = az - b?, povlacimo, kao i pre, NL jednako
1
Ea i LM jednako b, a potom, umesto da spojimo tacke M i N,

povlac¢imo liniju MQR, paralelno sa LN, dok iz N, kao sredista,

10 Uzimamo da je LN = g, OM = z i po$to je LM? = OM-PM, bilo bi b* = z(z - a), dok je
MN= |1 2 2. Odatlesedobija navedena vrednost za z, buduci da je z= OM = ON
4

+ MN. Dekart ne ,,uvazava” koren oblika , - La_ [1 42, b2 jerje ovaj negativan.
2 4
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opisujemo krug kroz tacku L, koji MQR sece u tackama Q i R.
Tada bi trazeno z bilo MQ ili MR jer se u tom slucaju moze
izraziti na dva nacina, naime'":

1 1
z=—a+,)-a’ - b’
4

Ako pak krug opisan oko N prolazi kroz tacku L, a niti sece
niti dodiruje duz MQR, jednacina nece imati nikakvih korena,
pa mozemo reci da se dati problem ne moze postaviti.

¢

Q

L M

Ti se isti koreni inace mogu naci i na mnogo drugih nacina,
dok smo mi izneli samo one krajnje jednostavne ne bismo li poka-
zali da je moguce postaviti sve probleme opste geometrije tek
putem neceg malog, sadrzanog u Cetiri slike koje sam opisao'.

1 Polazi se od MR-MQ = LM?, to dovodi do relacije z* = az - b% onda kada je MR = z.
Bude li MQ = z i tacka O na sredini QR, tada MQ = OM - OQ i MR = MO + OR
dovode do trazenih vrednosti (kao obe pozitivne).

12 Dekart ne razmatra tip jednadine z* + az + b* = 0 posto ne sadrzi pozitivne korene.
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