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Sadrzaj

Ne bojte se velikih brojeva 13
ili Sest Geteovih molekula

Koliko primalaca nemacke socijalne pomoci bi godinu dana moglo da
dobija zakonom utvrdenu sumu za zadovoljavanje svojih osnovnih
Zivotnih potreba od novca koji je potreban da bi se kupio jedan avon
jurofajter tajfun? 180, 1800 ili 18.000? To uopste nije tesko izracunati

- apomaZe da se stekne osecaj za red velicina, u finansijskom i politic-
kom smislu.

Ubica sa benzinske pumpe 21
ili Uslovno verovatni krivac

Na putu B91 dogodilo se ubistvo. Nema gotovo nikakvih korisnih tra-
gova — osim krvi pod noktima Zrtve. Pun pogodak! DNK analiza ukazuje
da je krivac Matijas Bernsdorf, koji ve¢ ima policijski dosije. U pitanju

je ,verovatnoca koja se granici sa sigurnosc¢u”. Ali da li je to dovoljno?
Koliko je genski test zapravo pouzdan? O statistici i policijskom poslu.

Do uspeha u tri koraka 31
ili I genije moze da pogresi

Mnogima je tesko da na osnovu ukupne cene izracunaju porez na
dodatu vrednost. U pitanju je, naime, unakrsno mnoZenje. A u takvom
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unakrsnom mnoZenju neuspeh je jednom pretrpela cak i Merilin vos
Savant, koja vazi za najinteligentniju Zenu na svetu. Zbunile su je
kokoske. U pitanju je, medutim, zapravo bio zadatak namenjen vezba-
nju mozdanih vijuga.

PROSECNA PLATA 41
ili Posred srede

U firmi Brauner elektronik vode se pregovori o platama. Radnici u
proseku zaraduju 2850 evra. Savet preduze¢a smatra da je to premalo

i traZi povisicu. Prosecna zarada u bransi iznosi, naime, oko 3.000 evra.
Ali sta taj prosek zapravo opisuje? Da li ,tipicni” zaposleni kod Braunera
zaraduje 2850 evra? Ne, ve¢ina prima znatno manje.

PROBLEM UDAJE 53
ili ...Mozda bi ipak moglo da se nade nesto bolje

Marina je veoma poZeljna Zena. Karsten ju je upravo zaprosio, $to je
vrlo romanticno. Ali Marina ipak okleva. | to ne prvi put. MoZda bi ipak
mogao da naide neko bolji? Nedvosmislen slu¢aj sindroma traganja
za princem iz snova, smatra njena prijateljica. A pritom moZe ¢ak i da
seizracuna verovatnoca s kojom bi neki kandidat od odredenog broja
zainteresovanih mogao biti onaj najbolji. Matematicka pomo¢ u resa-
vanju ljubavnih problema.

RACUNAJTE NA 1ZBORNU POBEDU 67
ili Manje je ponekad vise

U Hopenstatu je postalo vruce. Posto zbog reforme teritorijalne orga-
nizacije izborni okruzi moraju iznova da se odrede, Gradanska partija
smatra da joj se Sanse smanjuju. Ali tu treba biti kreativan. Sasvim je
moguce, naime, da se i sa manje glasova dobije vise mandata. Moguce
je, takode, i da se zbog previse glasova mandati izgube. Takve stvari
moZe da objasni samo izborna matematika.

FALSIFIKOVANI SEMINARSKI RAD 81
ili Cudni Benfordov zakon

Ako uzmete neke novine i potraZite sve brojeve koji su u njima zapisani,
od berzanskih kurseva, preko vremenske prognoze do sporta, 30 odsto
ovih brojeva pocinjace cifrom 1, 18 odsto cifrom 2 itd. To znaci da su
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cifre neravnomerno rasporedene. Ovu pojavu ustanovio je Frank Ben-
ford. Pomocu njegovog zakona, falsifikovani seminarski radovi mogu da
se prepoznaju s jednakom lako¢om kao i ,ulepsani” bilansi preduzeca.

FER-PLE)J 95
ili Savrseni sistem

Frank Burmajster zna skoro siguran sistem da se dobije na ruletu.
Stalno stavlja na crno, a ako izade crveno udvostrucuje ulog. Desilo se,
medutim, ono $to je bilo gotovo neverovatno. Kuglica je jedanaest puta
uzastopce ostala na crvenom polju, a Frank Burmajster je izgubio vise
od 10.000 evra - pritom je, doduse, nesto i naucio: o ocekivanoj vredno-
stiio,zakonu serija”.

TAJNI SAVEZ UBICA 111
ili,,Zlatni presek”

Hipija je pripadao pitagorejcima, postovaocima nasleda odavno pokoj-
nog Pitagore. ,Sve je broj”, ucio je Pitagora, svi odnosi u nasem svetu
mogu da se izraze celim brojevima. Hipija je, medutim, ustanovio da to
nije tacno, otkrivsi pritom iracionalne brojeve, kao sto je ,lepi” broj Pi,
takode poznat i kao ,zlatni presek”.

ZENSKO PITANJE 127
ili Vise je ponekad manje

Predstavnica saveta Zena filoloskog fakulteta u Erlangenu uznemirena
je. Najnoviji podaci o upisu pokazuju da su prilikom izbora kandidata
Zene bile u izrazito nepovoljnijem poloZaju. Primljeno je samo 31 odsto
Zenskih kandidata, a 47 odsto muskih. Na svakoj pojedinacnoj katedri
je, medutim, procentualno upisano vise Zena nego muskaraca. U pita-
nju je paradoks po imenu Simpson.

MUSKE FANTAZIJE 139
ili Pivo, noge i drugi ekstremi

Na obali Elbe priroda se budi. Kolja i Jens uZivaju u prvim zracima sunca
i prvim otkrivenim Zenskim nogama u sezoni. Samo kad im se konzerva
piva koju su ostavili na pesku ne bi stalno prevrtala, zadovoljstvo bi bilo
potpuno. Kako da konzerva najstabilnije stoji i sa koje udaljenosti se
najbolje mogu sagledati Zenske noge moZemo da ustanovimo pomocu
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matematicke analize. Ali oprez! To su zadaci u kojima se trazi ekstre-
mna vrednost funkcije.

VREME JE NOVAC 157
ili Primamljiva ponuda

Savetnica banke Sparbank gospoda Vajhman nudi klijentima nevero-
vatno dobre uslove. Ali koja je od primamljivih varijanti - ,klasi¢na”,
Jpravolinijska”ili ,dinamicna” - zaista najbolja? Da bi se to izracunalo,
treba ustanoviti razliku izmedu linearnog, kvadratnog i eksponencijal-
nog rasta. U krajnjem rezultatu, eksponencijalni rast se ne moZe nad-
masiti. To je moralo da iskusi i jezero Viktorija.

PLANIRANJE PUTA 173
ili Ministri na turneji

Ministri inostranih poslova mnogo putuju. Ali kako pronaci najkraci put
na proputovanju kroz devet gradova? Takozvani problem trgovackog
putnika u principu se resava jednostavno, ali zapravo ipak teZe nego
Sto bismo ocekivali. Za turneju kroz devet gradova postoji, recimo,
20.160 mogucih ruta. Tu planer puta brzo postaje preopterecen, pa se
stoga traZi strategija optimizacije.

NA ULICAMA MENHETNA 187
ili Pitagora pred sudom

U blizini jedne skole uhapsen je diler droge. Ali koliko blizu je zapravo
bio? Od toga, naime, zavisi da li ¢e njegov prestup pred sudom biti sma-
tran za ,posebno tezak slucaj”. Umesto merenja na licu mesta javnoj
tuziteljki su, medutim, bili dovoljni plan grada i Pitagorina teorema,
moZda jedna od najpoznatijih teorema u matematici.

ZVUCNA MATEMATIKA 199
ili Bahov kod

Kada je teoreti¢ar muzike Andreas Verkmajster razvio nov nacin Sti-
movanja klavira, kompozitor Johan Sebastijan Bah bio je odusevljen i
odmabh je napisao citavo delo za,dobro temperovani klavir”. | ne samo
to. Na naslovnoj strani svog dela istovremeno je ostavio i matematicki
kod za ovo stimovanje klavira, koji je pijanista Bredli Leman, bar kako
sam tvrdi, 2005. odgonetnuo.
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SVE TECE? 211
ili Pljackas banke u saobracajnom zastoju

Pedeset pet hiljada evra u sitnim apoenima na zadnjem sedistu ukrade-
nog BMW-a, a sve je stalo. Pljackasi Mani i Hari zaglavili su se u saobra-
¢ajnoj guzvi, dok policija preko radija ve¢ salje opis njihovog vozila. Da,
tok saobracaja je naizgled nepredvidljiv - ali ipak se moZe izracunati.
Sistemi linearnih jednacina i zadaci s ekstremnim vrednostima, doduse,
nisu za potcenjivanje — ali rezultat je krajnje iznenadujuc.

KVADRATURA KRUGA 233
ili Istina po zakonu

5. februar 1897. U Predstavnickom domu americke savezne drzave
Indijane vodi se Zestoka debata. Rec je o kvadraturi kruga i o tome da li
zakonom treba ustanoviti novu, ispravniju vrednost broja Pi. Ali znaju li
predstavnici uopste o emu govore? Ne bas, dopustili su da ih na tanak
led navuce Edvin Dz. Gudvin, opsednut resavanjem kvadrature kruga. A
na ovom svetu Gudvina ima i dan danas.

Dodatak 247
Na $ta treba obratiti paznju 247
Izra¢unajte: reSenja 261
Podaci o izvorima 265

O autoru 269






Ne bojte se velikih brojeva

Sest Geteovih molekula

Matematika kao strucno podrucje toliko je ozbiljna da ne bi
trebalo propustiti nijednu priliku da se ucini zabavnijom.

Blez Paskal (1623-1662)

Kazu da su poslednje reci Johana Volfganga fon Getea
bile: ,,Vise svetlosti.“ Izrekavsi to, veliki nemacki pesnik
zauvek je usnuo.

Geteov poslednji dah — bez sumnje dragocena stvar za
sve obozavaoce velikog knjizevnika (a mozda i pomalo
neukusna za neke druge). Gde se on, medutim, nalazi?
Da li je u vazduhu koji danas i ovde udi$emo ostao neki
molekul koji je svojevremeno izdahnuo Gete? Mozda
¢ak i neki koji je izdahnuo upravo tim svojim poslednjim
dahom? O takvom pitanju moze mnogo da se filozofira.
A moze i da se izracuna. To skoro nikome ne pada na
um - mada uopste nije previse tesko, samo ako znamo
nekoliko osnovnih brojc¢anih vrednosti.

Neki se mozda jo§ iz $kole se¢aju jedinice zvane ,,mol“.
Mol neke materije je koli¢ina od 6 - 10* molekula. Dakle,
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600.000.000.000.000.000.000.000 molekula. Takve jedini-
ce sunam potrebne kad radimo s ovim majusnim gradiv-
nim elementima materije.

Za sve vrste gasova vazi: pri normalnom atmosferskom
pritisku jedan mol gasa ima zapreminu od oko 25 litara.
Jedan dah - recimo poslednji Geteov dah — ima otprilike
zapreminu od jednog litra, dakle sadrzi dvadeset peti deo
mola, odnosno 2,4 - 10> molekula. U proseku udahnemo
i izdahnemo oko 20 puta u minutu, $to tokom 83 godi-
ne (koliko je Gete Ziveo) ¢ini 20 - 60 - 24 - 365 - 83 =
872.496.000 udaha iizdaha - ili 2 - 10°' molekula. (Tu je
vec sadrzano jedno grubo uproscavanje. Gete je mnostvo
molekula sigurno udahnuo i izdahnuo dva ili viSe puta,
narocito nocu, kad su prozori bili zatvoreni).

Moze se poci od toga da se vazduh u nasoj atmosferi od
Geteove smrti veoma dobro izme$ao i da zbog toga svaki
litar vazduha sadrzi otprilike podjednako Geteovih mole-
kula. Koliko vazduha sadrzi atmosfera? Negde sam procitao
da njena masa iznosi5 - 10*! grama. Mol vazduha tezi oko
30 grama. To, dakle, ¢ini 5 - 10*' : 30 = 1,7 - 10* mola
vazduha - to jest, nezamislivo veliki broj od 10* molekula.

I tako smo prikupili sve brojke za konacni racun: broj
svih molekula vazduha delimo sa brojem Geteovih mole-
kula i dobijamo sledece: Gete je nekad izdahnuo neki
od 5 - 10" (ili pet biliona) molekula vazduha, a neki od
4 - 10*' molekula bio je ¢ak i u njegovom poslednjem
dahu. Posto svi, kao i Gete, sa svakim dahom udi$emo
2,4 - 10*' molekula, medu njima se u proseku nalazi pet
milijardi molekula koje je jednom, bilo kad, udahnuo
Gete - i Sest molekula iz daha kojim je pesnik ispustio
dusu. U proseku. Na slican nacin, uostalom, moze da
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se izracuna i broj molekula u ¢asi vode koji su u nekom
trenutku prosli kroz Geteovo telo.

Sest molekula iz Geteovog poslednjeg daha u svakom
litru vazduha koji udisemo! Covek odmah pocne da die
sa vide strahopostovanja. Citav ovaj racun je, doduse,
prili¢na improvizacija. Posao sam od vrlo grubih pret-
postavki, a rezultat sam na svakom koraku velikodus$no
zaokruzivao. Uopste se, medutim, ne radi o tome. Pravo
pitanje ovde se odnosi na red veli¢ine: dali je prihvatljivo
re¢i da neprestano udiSemo Geteove molekule. O¢igledno
da jeste — bez obzira da li ih ima Sest, dva ili dvadeset.

Ovo pitanje je, naravno, potpuno irelevantno, ali
bavljenje takvim brojevima daje nam osecaj za redove
veli¢ina. A vazno je da imamo taj ose¢aj, u najmanju ruku
ako se radi o novcu: naime, uopste nije svejedno da li
¢emo potroéiti sto ili deset hiljada evra. U Nemackoj smo
jednom imali ministra ekonomije koji je na novinarevo
pitanje koliko nula ima milijarda morao da nagada: ,,0,
gospode boze! Sedam? Osam?“ Ima ih devet, gospodine
Bangemane*!

Naravno, svakome moze da stane mozak ako se izne-
nada nade pred mikrofonom ili televizijskom kamerom.
Mora da mu se dopusti malo vremena za razmisljanje.
Nazalost, opravdana je sumnja da mnogi politicari to
zaista ne znaju. A ipak svakodnevno odlu¢uju o sumama
sa sedam, osam, ili devet nula.

Mada nas neprestano zasipaju vestima s izvestajima
o0 iznosima koji se mere milijardama - tek izuzetno mali
broj ljudi zaista ima osecaj kolika je milijarda. Psiholozi

* Martin Bangeman, savezni ministar privrede SRN od 1984. do 1988.
(Prim. prev.)
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su istrazivali odnos ljudi prema novcu i ustanovili su da
negde do 500.000 (tada se jos radilo o nemackim marka-
ma) jos i imaju ¢ulnu predstavu o visini iznosa (na pitanje
$ta za taj novac moze da se kupi odgovarali su ,kuca®),
ali da nakon toga ovaj osecaj prestaje. Neki ministar se
mozda bori da ove godine dobije budzet od dvadeset jedne
milijarde evra jer je prosle godine imao dvadeset milijar-
di evra - ali mirne duse mozemo da posumnjamo da je
stvarno u stanju da taj iznos zamisli.

Ali, mada veliki brojevi cesto prevazilaze ono $to
¢ulima moZemo da shvatimo, ministri nisu jedini koji
bi trebalo da vezbaju baratanje njima, i da njihovu pri-
hvatljivost proveravaju tako $to ¢e ih uporediti s drugim,
poznatim veli¢cinama. Racunanje s ovim brojevima je,
zapravo, jednako jednostavno kao i racunanje s manjim
brojevima, §to smo mogli da vidimo i na primeru s Gete-
om (pritom nam je od velike koristi bilo stepenovanje:
vie o tome moze se naci u dodatku na str. 254).

Jedan primer na temu novca: pretpostavimo da Jozef
Akerman®, predsednik Dojce bank, nemacke narodne
banke, sedi za svojim kompjuterom i radi. U tom trenutku
pred vratima kancelarije ugleda novcanicu od pet evra
koju je neko izgubio. Da li se Akermanu isplati da ustane
idaje podigne? Pritom pretpostavljamo da dok ne sedi za
kompjuterom ne zaraduje novac (to je, naravno, besmi-
slica). Pitanje je, dakle, zapravo: koliko dugo gospodin
Akerman mora da radi da bi zaradio pet evra? Pre nego
$to izracunate, pokusajte da procenite!

* Jozef Akerman, od 2006. do 2012. predsednik izvr§nog komiteta ban-
ke Dojce bank (Prim. prev)
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Akerman je u 2006. zaradio oko dvanaest miliona
evra. To je veoma mnogo. Njemu u prilog, pretpostavimo
da je za ovu sumu radio Sezdeset sati nedeljno i da nije
iS$ao na godi$nji odmor. Ako je radio pedeset dve nede-
lje, dobijamo zaradu od 3.846 evra na sat. Zaokruzimo
ovu sumu jo$ jednom, recimo na 3.600 evra. To znaci
da Jozef Akerman svake sekunde zaradi po jedan evro.
Da bi mu se isplatilo da podigne nov¢anicu od pet evra,
taj postupak ne bi trebalo da traje duze od pet sekundi.
Gospodine direktore, pozurite!

Evo jo$ jednog poredenja koje pokazuje koliko nasi
lideri i privredni rukovodioci zaraduju: gospodin Aker-
man mora da radi 345 sekundj, ili ta¢no Sest minuta, da
bi zaradio prosecan iznos mesecne socijalne pomoci od
345 evra. Kada je vec re¢ o socijalnoj pomoci: procenite
koliko primalaca socijalne pomoc¢i moze da dobije ovaj
prosecni iznos za cenu jednog lovackog aviona jurofajter
tajfun? 180, 1.800 ili 18.000?

Takav avion poreske obveznike kosta sedamdeset pet
miliona evra. Podeljeno prose¢nim iznosom socijalne
pomodi, puta dvanaest - to daje oko 18.000. A to je uku-
pan broj primalaca socijalne pomo¢i u gradu kao $to je
Bohum. Dobro, reci ete, te stvari ne mogu da se upore-
duju. Takav lovacki avion mora da se ima. Ali Nemacka
nije narucila jedan, vec sto osamdeset ovakvih aviona.

Svakako da se moze izneti politicki argument da je
ova racunica demagoska i da tu poredimo babe i Zabe, da
su nam moderni lovacki avioni neophodni za sopstvenu
odbranu i da je njihova cena opravdana. Mozda je i tako,
ali racunica je ipak ta¢na. A onaj ko se zalaze za ovakve
investicije ne sme da iznosi samo kvalitativne argumente
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(»,to nam je potrebno jer...“) ve¢ bi trebalo da bude ubed-
ljiv i u kvantitativnom pogledu: ,, Taj izdatak sebi moze-
mo da priustimo.“ A onda ipak moramo da se upustimo
u izvesno poredenje baba i Zaba jer se svaki evro moze
potrositi samo jednom.

HRABROST ZA NEPRECIZNOST Zamislite jo$ jedan primer, sle-
decu igru: neko je na rubu auto-puta izmedu Hamburga i
Berlina u zemlju zabio dva centimetra $iroku i dva metra
visoku letvu. Negde izmedu Hamburga i Berlina, nemate
pojma gde. Vi vozite tim putem, nocu, a kod sebe imate
pistolj. U nekom proizvoljnom trenutku (koji slobodno
mozete da odaberete), otvarate prozor i pucate ka rubu
puta. Jednom. Ako pogodite letvu, osvajate nagradu.

Da li biste u ovu igru ulozili i jedan jedini evro, ¢ak
i ako dobitak, ukoliko pogodite, iznosi milion evra? Ne
biste? Milioni ljudi, medutim, to svake nedelje ¢ine kad
ispunjavaju tiket za loto. Izgledi za dobitak na lotou su,
naime, jednaki kao i izgledi strelca u noci da pogodi letvu
koju smo gore opisali, naime oko jedan prema cCetrnaest
miliona. Mnogo srece na lotou!

Intuicija nam je veoma slaba i kad se radi o verovatno-
¢i. Svoje izglede pogresno procenjujemo u zavisnosti od
toga kako je problem formulisan. Tu, naposletku, pomaze
samo jedno: da izracunamo, makar i priblizno.

U skoli se od nas oc¢ekivalo da ra¢unamo precizno. Na
pitanje ,,koliko je 7 - 142“ nije bilo dovoljno odgovoriti
»otprilike 100! — nastavnica je htela da ¢uje tacno resenje,
naime 98. Za vec¢inu prakti¢nih slucajeva, medutim, 7 - 14
je otprilike 100, broj m kojim izracunavamo obim kruga
je 3 (umesto 3,14..., vidi str. 233), ubrzanje Zemlje iznosi



Matematika u svakodnevnom Zivotu 19

10 m/s* (umesto 9,81). Tacne vrednosti su neophodne
samo ako se radi o stvarnoj preciznosti i finim razlikama.
U sportu nas, recimo, ne zanima da li je neko pretrc¢ao
100 metara za ,,otprilike 10 sekundi“ - 9,8 sekundi i 10,4
sekunde tu predstavlja razliku u ¢itavoj klasi. Nasuprot
tome, prilikom racunanja s redovima velic¢ina preciznost
je Cesto samo prividna. Statisticar Valter Kremer rado
iznosi primer tabele iz jedne britanske publikacije, koja
nabraja broj civilnih Zrtava Drugog svetskog rata:

Civili
Saveznici

Neprijatelji

Velika Britanija. . . . ... ... .. 60.595
Belgija. . ... ............ 90.000
Kina............. ogroman broj
Danska . .......... broj nepoznat
Francuska. .. ... ... .. ... 152.000
Holandija . . . . ... ....... 242.000
Norveska . . ............. 3.638
SSSR. . ... ... .. 6.000.000
Ukupno 6.548.233
Nemacka . . ............ 500.000
Austrija . . ... ... L 125.000
Italija. . ... ...... ... .. 180.000
Japan. . ... ... 600.000
Poljska. . . ............ 5.300.000
Ukupno 6.705.000

Potpuno besmislena je, sasvim prirodno, narocito prva
tabela, jer se precizni brojevi (Norveska) u njoj mesa-
ju s pribliznim (Belgija) ili ¢ak nepoznatim.* Prilikom

* Autor je preuzeo ovu tabelu ne ulazedi u to koliko je tek neprecizan i
proizvoljan spisak ,,saveznika“ i ,neprijatelja“. (Prim. prev.)
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takvog sabiranja uvek dobijamo neki naizgled egzaktan
broj koji budi poverenje, ali je sasvim sigurno pogresan.
Dakle: imajte hrabrosti da budete neprecizni sve dok je
red veli¢ina ta¢an. A onda, s malo vezbe, ovladajte car-
stvom brojeva.

IZRACUNAJTE Na Zemlji Zivi 6,5 milijardi ljudi. Ako bi se
svi gusto zbili, kao na nekom rok koncertu, da li bi mogli
da stanu na povrsinu veli¢ine Bodenskog jezera? Naj-
pre slobodno procenite, a zatim izrac¢unajte! (Povrsina
Bodenskog jezera iznosi 536 km?).

Resenje problema s kraja svakog poglavlja mozete
potraziti na www.rowohlt.de/mathematikverfuehrer



